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Introduzione

Il corso diMisure Astrofisich&uole essere una sorta di “corso di laboratorio” di astroéislelle
alte energie, dove con questo termine si intende quella plait' astrofisica che studia i processi
fisici che avvengono in sorgenti celesti che hanno il lorepidi emissione nella banda dei raggi
X/y. 1 processi maggiormente coinvolti saranno quindi scatte€Compton e bremsstrahlung
e nella maggior parte dei casi interesseranno oggetti ctimpggetti cioe il cui parametro di
compattezza, definito come il rapporto tra la loro massa kedalraggio, € molto grande.

La prima evidenza osservativa che in sorgenti che emettayg X sono presenti oggetti “com-
patti” nel senso proprio del termine — cioe oggetti di piecdimensioni e di enormi densita —
e avvenuta nel 1971 con la scoperta di emissione pulsat sed.da parte della sorgente X—3
nella costellazione del Centauro. Assumendo che la pulsazisservata fosse dovuta al moto
di rotazione della stella su se stessa (ipotesi poi rivelatarretta), affinché la superficie della
stella non venga distrutta dalla forza centrifuga & nerésshe

GM

= 2 Q°R
doveG e la costante gravitazional®, la velocita angolare & e R sono la massa ed il raggio
dell’oggetto. Da questa espressione segue@he) > Q?, dove(p) & la densita media dell'og-
getto. Un periodo di rotazione di 4.8 sec implica ¢p& > 10" g cmi~3, da cui la natura compatta
dell’oggetto.
Questa scoperta ha aperto un nuovo orizzonte di ricercah@eper la prima volta, si poteva-
no studiare contemporaneamente gli effetti sulla matenat sia a forti campi gravitazionali
che ad enormi campi magneficiLe due discipline che li studiano, la teoria della reld#i\isia
generale che ristretta) e la magnetoidrodinamica (quase)s trovavano quindi il loro laborato-
rio ideale nelle cosiddette pulsar X. Proprio per questotaumine piu appropriato per questa
branca della fisica dovrebbe essAsgrofisica Relativisticama la dizione “Astrofisica delle Alte
Energie” viene ancora mantenuta per ragioni storiche.
Il fatto che questi oggetti producano la maggior parte della energia nella banda dei raggi X
implica che il loro “motore” non sia la conversione dell'egia gravitazionale in energia termica
(attraverso le reazioni nucleari la cui emissione vienmdizzata dall’atmosfera stellare, come

L1l rapporto tra la forza di gravita su di una stella di nemirtM ~ M., e R,s ~ 10 Km) e quella sulla superficie
della Terra §M, /Mg ) (Re /Rns)? ~ 100,

2Per conservazione del flusso magnetico, una stella di méuthe abbia avuto come progenitore una stella di
tipo solare con campo magnetieal00 gauss, possedera un campo magnetico dell'ordine di(RAQ'Rqs)? ~
10'2 gauss.
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nel nostro Sole) dato che gli spettri osservati non sonoiter®ubito dopo la loro scoperta ci si e
reso conto che il loro “motore” e la conversione in enerdg@éteomagnetica dell’energia cinetica
della materia che viene catturata dal campo gravitaziomaléggetto compatto: il cosiddetto
accrescimento di materidnfatti I'evidenza di moto orbitale dell'oggetto compatdi Cen X-3

e stata la prima prova osservativa che questo tipo di stirgeno sistemi binari contenenti un
oggetto compatto (nana bianca, stella di neutroni o buco)redt una stella “normale” a cui

strappano materia; a questi sistemi e stato dato il nomadrie X.

Tra le tante “Misure Astrofisiche” che possono essere eff#t ho sceltda misura di uno
spettro X emesso da un oggetto compattib corso quindi fornira gli elementi necessari per
analizzare ed interpretare gli spettri osservati.

Alla luce di quanto detto sopra, il corso verra diviso in caagti. La prima parte avra come
obiettivo la descrizione del moto in un sistema binario enqusi occupera del modo in cui si
descrive la posizione di un corpo celeste e quali corred@ugna apportare alle misure.

Partiremo da un richiamo di trigonometria sferica per pagasae alla descrizione dei sistemi
di coordinate celesti. Nel successivo capitolo parleremitadnisura del tempo (fondamentale
per calcolare il moto dei corpi celesti) per poi passare @dlscrizione di tutte le correzioni da
apportare alla misura della posizione di un oggetto (ritmae, parallasse, ecc). La prima parte
verra infine conclusa dalla descrizione della dinamicansistema binario.

La seconda parte si occupera dello studio dell’emissiangedite di oggetti compatti, della deter-
minazione dei processi che hanno dato origine all’emigsasservata, e la determinazione delle
proprieta fisiche della materia in questi sistemi.

Dopo l'introduzione del concetto di accrescimento, vem@discussi i fondamenti di dinamica
dei gas e dei plasmi che servono a descrivere le condizidfiugso di materia che viene cattu-
rato ed accresciuto. Nel successivo capitolo vengono idies@rocessi radiativi che sono alla
base dell’emissione osservata in questi sistemi.

Dopo l'introduzione “teorica” dei processi fisici, vienetdauna panoramica sui sistemi di ri-
levazione dei raggi X di natura cosmica, per poter comprendeali sono le problematiche
sperimentali e capire la maniera in cui gli spettri vengonadptti. Particolare rilievo e stato
dato alla descrizione dei rivelatori a bordo del satelligg pstronomia X BeppoSAX, ideato e
costruito dagli Istituti di Astrofisica del CNR (ora confluiel'INAF) in collaborazione con un
Istituto del CNR Olandese e lo Science Department dell’ AgeBpaziale Europea. Lo strumen-
to di alta energia PDS era sotto la responsabilita del BsofieFrontera ed e stato realizzato dal
gruppo di Astronomia X dell'Istituto TeSRE (ora IASF) del @Mli Bologna, di cui faccio parte.

Lo strumento informatico di analisi spettrale in raggi Xpibgramma XSPEC, viene brevemente
descritto nell’ultimo capitolo, in cui vengono dati i rudemti dell’analisi spettrale ed una brevis-
sima introduzione di statistica per comprendere come et&elo spettro che meglio si concorda
con i dati, ed i parametri fisici ad esso associato.

Infine, copia di queste dispense e disponibile online alliip://www.iasfbo.inaf.it/ ~mauro/
Didattica/Mis-Astro
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Xspec

M.Orlandini 3



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

4 M.Orlandini



Parte |

Astronomia Posizionale






Capitolo 1

Richiami di trigonometria sferica

1.1 Introduzione

Figura 1.1: Definizione di cerchio massimo
poli di una sfera.

Tutti gli astri ci appaiono alla stessa distanza
dalla Terra e posti sulla superficie interna di
una enorme sfera, dettdera celeste di cui

noi occupiamo il centro. Per questo motivo la
geometria che deve essere usata per descrivere
le loro posizioni non puo essere la geometria
euclidea, tipica di uno spazio piatto, ma una
geometria non euclidea come € appunto quella
sulla superficie di una sfera.

Se consideriamo una sfera di ragéie centro

O, ogni piano passante pé& definisce sulla
sfera uncerchio massimadi raggioR (indica-

to in rosso in Figura 1.1). Consideriamo uno
di questi piani comepiano equatoriale La
retta passante p€ e perpendicolare al piano
equatoriale definisce sulla sfera due punti che
sono ipoli del cerchio massimo (si veda Figu-
ra 1.1). Un piano cheaon passi per il centro
della sfera definisce sulla sfera un cerchio di
raggior < R(in bluin Figura 1.1).

Il cerchio massimo, su una superficie sferica, € il perca@o la minore curvatura. Percio il
percorso piu breve tra due punti posti sulla sfera & undrcerchio massimo (chiamattistanza

di cerchio massimq. Dato che nella geometria euclidea la distanza minimaueaalinti € una
retta, un cerchio massimo (detto angfemdesicae I'equivalente della retta in geometria sferica.
Dato che la distanza tra due punti su una sfera €, come abhiatn, un arco di cerchio massimo,
ne segue che la distanza tra due punti pud essere miswaatieti’angolo sotteso al cent@

della sfera.
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Figura 1.2: Relazioni tra angoli e lati di un triangolo stexi A sinistra il verticeA coincide con
il polo Nord della sfera. A destra, dopo una rotazione, eeitice B che va a coincidere con |l
polo Nord.

1.2 Relazione tra angoli e lati di un triangolo sferico

Quando due archi di cerchio massimo si intersecano, possi@fmireangolo sfericol’angolo
formato dalle tangenti ai due archi nel punto di intersegiokina definizione alternativa puo
essere quella di angolo formato tra i due piani dei cerchism@sdove si intersecano al centro
della sfera.

Un triangolo sfericcABC giace sulla superficie di una sfera ed i suoi tredab, c sono archi di
cerchi massimi(si veda Figura 1.2).

Consideriamo ora la figura a sinistra di Figura 1.2, in cuigitice A coincide con il polo Nord
della sfera e I'arc@\B definisce il nostro “meridiano di riferimento”. Le coordieadel puntaC

in questo sistema di coordinate saranno:

X = sin(b) cogA)

y = sin(b) sin(A) (1.1)

z = cogb)
Se ora ruotiamo il nostro sistema di coordinate attorn@sdléy spostando il polo Nord della
sfera dal puntd\ al puntoB (si veda la figura a destra di Figura 1.2) abbiamo che le coatdi
del puntoC in questo nuovo sistema di coordinate saranno:

8 M.Orlandini
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X = sin(a) cogm—B) = —sin(a) cogB)
y = sin(a) sin(rm—B) = sin(a) sin(B) (1.2)
Z = coga)

La relazione tra il vecchio sistema di coordinate e quellowaue semplicemente una rotazione
degli assi e zdi un angolac, cioe:

= xcogc)—zsin(c)

X
y =y (1.3)
Z = xsin(c)+zcogc)

e quindi:
—sin(a) cogB) = sin(b) cogA) cogc) — cogb) sin(c) (1.4a)
sin(a) sin(B) = sin(b) sin(A) (1.4b)
cogqa) = sin(b) coqA) sin(c) +cogb) cogc) (1.4c)

Le tre equazioni 1.4 ci danno le formule per risolvere i tgah sferici. Eq. 1.4b viene detta
teorema dei seni

sinfa) _ sin(b)  sin(c)
sin(A)  sin(B)  sin(C)
Eqg. 1.4c viene detteeorema dei coseni

(1.5)

coja) = cogb) cogc)+sin(b) sin(c) cogA)
cogb) = cogc) coga)+sin(c) sin(a) cogB) (1.6)
cogc) = coga) cogb)+sin(a) sin(b) cogC)

Dunque, in un triangolo sferico, i 3 lati sono determinaivasamente dai 3 angoli, una proprieta
non presente nei triangoli piani. La somma degli angolirmteli un triangolo sferico non e
fissata ma sara sempre maggiore di’1&@l in generale:

O<a+b+c<22m
n<A+B+C<3m a.7)

Se definiamaeccesso sfericta quantita
E=(A+B+C—n) (1.8)

M.Orlandini 9
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allora abbiamo che vale la seguente relazione

. E . E
= A— —
a Slﬂ2 sm( 2)

o2 sin{ B— E sin(C— E )
2 2
e similiperbec.
L'area di un triangolo sfericdBC sulla sfera ri raggidR vale
A=R)(A+B+C—m) =RE (1.10)

dove I'area & misurata nelle stesse unitdR8i Nel caso in cui i lati di un triangolo sferico
siano molto piccoli rispetto al raggio della sfeRa(triangoli quasi-pian), si puo ricorrere alla

approssimazione di un triangolo piano sul piano tangetdesédra. Legendre ha dimostrato che

un piccolissimo triangolo sferico e equivalente a un giaio piano avente gli stessi laj b, ce
angoli:

E E E
a=A-Zi Pp=B-Z y=C-—3 (1.11)

10 M.Orlandini



Capitolo 2

Sistemi di coordinate astronomiche

Per determinare la posizione di un corpo celeste sulla walkaste & necessario definire un si-
stema di coordinate che ci permetta di individuare senzaguiil 'oggetto e di seguirne il suo
movimento.

2.1 Il sistema altazimutale

Il sistema piu naturale per un osservatore e il sistenaziattutale, in cui il piano di riferimento
e il piano tangente alla Terra nella posizione dell'osatare. Questo piano interseca la sfera
celeste lungo brizzonte La retta perpendicolare all'orizzonte, dettarticale,interseca la sfera
celeste in due punti: Ieenit(sopra I'osservatore) edadir (sotto I'osservatore).

Il cerchio massimo che passa per il polo Nord

almucantarat P e lo zenitZ (si veda Figura 2.1) si definisce

imeriany zenit  Cerchio meridianodell’osservatore. [l meridiano ta-

- ' gl vefieHapacch glia I'orizzonte in due punti: il vero Nord (dal
-4

Nord osleste lato di P rispetto aZ) e il vero Sud. Ogni al-
tro cerchio massimo passante @esi chiama
cerchio (o circolo) verticale. In particolare,
guello perpendicolare al meridiano interseca
I'orizzonte in due punti detti vero Est e vero
Ovest. Un oggetto celeste si muove lungo la
volta celeste e percorre un arco: nasce ad Est,
raggiunge la sua massima altefzalmina)e
B tramonta ad Ovest.

L’ azimut A del puntoT & I'angolo formato dal
Figura 2.1: Il sistema di coordinate altazimuta}gano del cerchio verticale passante e il
(0 anche detto orizzontale). meridiano astronomico. Si misura in gradi e

frazioni di grado partendo dal punto cardinale
Sud nel senso delle lancette dell'orologio. Esso corrisiponn Figura 2.1, all’angol&OB
dove O e l'osservatore @ € l'intersezione dell’orizzonte con il cerchio verticglassante per

[
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T. E’ sempre piu diffusa la convenzione, ereditata dalt@sbmia nautica, di contare 'azimut
partendo dal punto cardinale Nord, in senso orario, da 860 .

L’ altezzah e la sua distanza angolare dall’'orizzonte misurata luhgerchio verticale passante
per quel punto. Si esprime in gradi e frazioni di grado cororabpositivo verso lo Zenit e ne-
gativo verso il Nadir. In Figura 2.1, I'altezza del purfccorrisponde all'angold OBdoveO e
'osservatore B e I'intersezione dell’orizzonte con il cerchio verticglassante pef. L'arco
complementare dell’altezza si chiardstanza zenitale in Figura 2.1 e rappresentata dall’an-
golo ZOT doveZ e lo Zenit dell’'osservatore. La distanza zenitale si indieneralmente can
Risulta quindi:

z=90°—h . (2.1)

| punti sulla sfera celeste che hanno uguale altezza formmamm@rchio minore dettalmucanta-
rat.

Nel sistema azimutale entrambe le coordinate (azimut eza)alelle stelle variano sensibilmen-
te con il passare del tempo a causa del moto di rotazione Tsita.

2.2 |l sistema orario

La direzione dell’asse di rotazione della Ter-
mreridiano , ra rimane quasi costante e quindi lo & anche
ashonomrico 28T equatore il piano ad esso perpendicolare, defti@no

FJO'% equatoriale. L'intersezione del piano equato-
SO . N . .
e riale con la sfera celeste & un cerchio massimo

dettoequatore celestdl polo Nord della sfera
celeste e uno dei poli corrispondenti a questo
cerchio massimo.
Le coordinate di un puntd in questo siste-
ma sono (si veda Figura 2.2Ahgolo orario
(H), definito come la distanza angolare tra il
= cerchio orario che passa per il punto e il meri-
onzzonte diano astronomico. Si misura in ore e frazioni
di ora lungo l'equatore celeste, partendo dal
Figura 2.2: Il sistema di coordinate orario. meridiano astronomico, in senso orario per un
osservatore boreale. L'angolo orario e la base
della definizione di tempo. Ldeclinazione(d) rappresenta la distanza angolare tra un punto
della sfera celeste e I'equatore celeste, misurata lunggrahio orario che passa per tale punto.
Si misura in gradi e frazioni di grado con segno positivo gdtgolo Nord celeste e negativo
verso il polo Sud. Il puntd/ di Figura 2.2, dettanezzocielog I'ntersezione, sulla sfera celeste,
tra 'equatore celeste e il meridiano astronomico.
Il sistema di riferimento orario non partecipa alla rotamoapparente della sfera celeste: nel
corso del giorno gli astri cambiano continuamente il lorg@lo orario mentre rimane costante
la loro declinazione.

¥
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2.3 |l sistema equatoriale

Questo sistema di coordinate astronomiche ha
Frcticliang . come direzione principale I'asse Nord-Sud del
mondo che interseca la sfera celeste nei ri-
Pl spettivi Polo Nord Celeste e Polo Sud Ce-
Nord celeste / leste. Perpendicolare allasse Nord-Sud gia-
o ce il piano dell’equatore celeste, proiezione
dell’equatore terrestre.
Durante il suo moto annuale apparente, il Sole
si sposta verso Est lungoeklittica, inclinata
di 23°26 rispetto all'equatore celeste. Que-
: , : sti due piani si intersecano in due punti (cor-
iy R —" ._5____“:..‘-‘* A rispondenti ai due equinozi) di cui si definisce
onzzorite T (o primo punto di Aries, equinozio di pri-
mavera) quello in cui la declinazione del Sole
Figura 2.3: Il sistema di coordinate equatorialgj sposta da valori negativi a valori positivi, e
si definisce~- (o0 punto di Libra, equinozio di
autunno) quello in cui la declinazione del Sole si spostaad@rivpositivi a valori negativi.
In questo sistema le coordinate di un punto sulla sferae(esveda Figura 2.3) soncdscen-
sione Retta(AR o a) e laDeclinazione(DEC 00).
L'ascensione rettar della stella e I'arco tra il punt@” e la proiezione della stella sull’equatore
celeste misurato in ore, minuti e secondi con verso antmréa Declinazione rappresenta la
distanza angolare tra un punto della sfera celeste e I'eqriamisurata lungo il cerchio orario
passante per tale punto. Si misura in gradi e frazioni di@@ah segno positivo verso il Polo
Nord Celeste e negativo verso il Polo Sud.
L'intero sistema di riferimento equatoriale (equatoreesét, asse del mondo, punfy partecipa
alla rotazione diurna della sfera celeste e quindi I'asiceresretta e la declinazione di un astro
sono praticamente costanti nel tempo (a differenza di quede avviene per il sistema orario,
in cui nel corso del giorno gli astri cambiano continuamehit@o angolo orario mentre rimane
costante la loro declinazione).

M5

2.4 |l sistema eclittico

E’ un sistema di coordinate astronomiche in cui il piano eifazlone fondamentale sono ri-
spettivamente il piano dell’eclittica e la sua perpendioela quale individua, sulla sfera celeste,
i poli dell’eclittica (boreale con declinazione positivaaastrale con declinazione negativa. In
Figura 2.4 sono indicati rispettivamente con Pe e Pe’). Lardioate eclitticali sono: |don-
gitudine celeste o eclitticalgA), definita come la distanza angolare tra il pufite il cerchio
ausiliario che passa per quel punto; si misura in gradi lufegittica partendo dal punt@” e
procedendo in senso antiorario (angptoB in Figura 2.4). Lalatitudine celeste o eclittica
(B) di un punto e la distanza angolare tra il punto (T) e il pialed’eclittica, misurata lungo il

M.Orlandini 13
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Figura 2.4: Il sistema di coordinate Figura 2.5: Trasformazione tra coordinate
eclittico. equatoriali e coordinate eclittiche.

cerchio ausiliario che passa per tale punto. Si misura idigr ha valore positivo nell’emisfero
nord dell’eclittica e negativo in quello sud.

Il sistema eclitticale € importante per lo studio dei mddietari. Tradizionalmente le dodici co-
stellazioni attraversate dall’eclittica vengono chiaefascia zodiacalgin realta le costellazioni
sono 13, considerando Ofiuco). Fin dall’antichita la fastllo zodiaco veniva divisa in dodici
parti uguali, a partire dal punt®'. Ogni casella costituiva un segno zodiacale.

Latrasformazione tra coordinate equatoriali e coordieatitiche pud essere derivata risolvendo
il triangolo sferico KPX mostrato in Figura 2.5, utilizzaméqgs. 1.4:

SinA cosB = sind sing 4+ cosd cose sina

COSA cosf3 = c€o0sd cosa (2.2)
sinB = sind cose — coso Ssine sina

sina cosd = —sinf sing 4 cosP cose SinA

cosa cosd = COSA cosf (2.3)
sind = sinf cose + cosP sine sinA

dovee e I'angolo tra il piano equatoriale e il piano dell’eclié, dettoobliquita dell’eclittica. Il
suo valore e di 226.

14 M.Orlandini
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Figura 2.6: Il sistema di coordinate Figura 2.7: Trasformazione tra coordinate
galattico. equatoriali e coordinate galattiche.

2.5 |l sistema galattico

Nel sistema galattico, il piano fondamentale € deternoidailadistribuzione nello spazidella
materia cosmica. Dunque la costruzione pratica del rifenta non dipende da misure di dire-
zione ma daconteggi di stelle(nel vecchio sistema dettd', b)), oppure dalla determinazione
della brillanza superficiale dell'ldrogeno interstellac@®e della intensita della riga 21-cm (1420
MHz) nel nuovo sistemd'" b''), che ora viene indicato cafh, b).

Dato che il Sole giace molto vicino al piano galattico, si @dnorigine del sistema di coordinate
galattiche nel Sole (si veda Figura 2.6). Ibagitudine galattica | si misura in senso antiorario
(come l'ascensione retta) dalla direzione del centro getafnella costellazione del Sagittario,
a = 17'45.7™, § = —29°00). La latitudine galattica b & misura dal piano galattico, positiva
verso nord e negativa verso sud.

Le coordinate galattiche di un oggeopossono essere ottenute da quelle equatoriali risolven-
do il triangolo sferico avente come vertici il polo Nord gaileo G (di coordinate(ap, dp) =
(12'51.4™M,27°08)), il polo Nord celesté® (di longitudine galatticdy = 1230°), ed il puntoX

(si veda Figura 2.7). Utilizzando Eq. 1.4 possiamo scrivere

sin(ly —1) cogb) = cogd) sin(a —ap) (2.4)
coqIlny—1) cogb) = —cog9) sin(dp) coga — ap) +sin(d) cogdp)
sin(b) = cogd) cogdp) coga —ap)+sin(d) sin(dp)

M.Orlandini 15
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Capitolo 3

Il tempo in astronomia

La misura del tempo in astronomia puo essere basata sudaiooe della Terra o sul moto
orbitale attorno al Sole (recentemente la misura del temgogi basa piu su misure di moti
astronomici ma su misure di moti atomici).

Il giorno, in Astronomia, € l'intervallo di tempo che intercorre ttae successive culminazioni
superiori o inferiori di un astro o di un punto della sferaagsté (si veda la Sezione 2.1 a pagina 11
per la definizione di culminazione). Se il riferimento € dl& vero si chiama giorno solare vero,
se e il Sole medio si chiama giorno solare medio, se ¢ ilgpuatnal€1” si chiama giorno siderale

e cosi via.

Il tempo, in Astronomia, € I'angolo orario di un astro o di un puntdla@eafera celeste. Per la
misura del tempo definita in base ai giorni solari si disteagna data astronomica che considera
il giorno come l'intervallo tra due passaggi al meridiangetore e una data civile che invece
conteggia il tempo a partire dal meridiano inferiore.

Sono definiti vari tipi di giorni e di tempi a seconda del pudiaiferimento scelto. Ecco la
tabella riassuntiva dei principali giorni e tempi usati istfonomia:

Punto della sfera celeste Tipo di giorno Tempo

Centro del Sole vero Giorno solare vero Tempo solare veraléoc

Sole medio Giorno solare medio e giorndempo solare medio e tempo
civile civile, tempo universale

Punto vernaléer Giorno siderale Tempo siderale

Tabella 3.1: Tipi di giorno e tempo usati in astronomia.

3.1 Giorno solare vero e tempo solare vero

17
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M Lintervallo di tempo tra due consecutivi pas-
T saggi del Sole vero al meridiano astronomico
Moot e il giorno solare vero. Esso inizia con il pas-

saggio del Sole al meridiano inferiore, cioe a

mezzanotte. In Figura 3.1 la freccia arancione
rappresenta una rotazione completa della Ter-
ra rispetto alla direzione del centro del Sole

vero. Tale rotazione impiega un tempo pari ad

un giorno solare vero.

Il giorno solare vero non e costante, bensi
cambia nel corso dell’'anno per due cause:

1. per la variazione di velocita della Ter-
ra nella sua orbita ellittica attorno al
Sole (piu veloce al perigeo e piu lenta
all’apogeo);

Figura 3.1: Il giorno solare vero. 2. per I'obliquita delleclittica.

In conseguenza alla prima causa, il giorno so-

lare piu corto dovrebbe cadere ai primi di gen-

naio quando il Sole e al perigeo e il piu lungo
(15 secondi di piu) ai primi di luglio (Sole all'apogeo). tonseguenza alla seconda causa, i
giorni piu lunghi dell’'anno cadrebbero ai solstizi e i giarti agli equinozi (con una differenza
di circa 39 secondi). Il sovrapporsi dei due fenomeni polttgi@no solare vero piu lungo a
meta dicembre (30 secondi piu lungo del giorno solare o)eglil piu corto a meta settembre (21
secondi piu corto).
Il tempo solare vero(o apparente) € I'angolo orarigdH) del Sole vero aumentato di 12 ore.
Infatti il giorno solare vero inizia alla mezzanotte conalgsaggio del Sole al meridiano inferiore.
Il tempo solare vero e quello segnato dagli orologi solari.

3.2 Giorno solare medio e tempo solare medio

Come abbiamo visto, il giorno solare vero non ha una duraséaote nel corso dell’anno. Per
definire una unita di tempo costante, che chiamergioono solare mediq introduciamo il
concetto diSole fittizio e di Sole medio

Il moto annuo apparente del Sole lungo I'eclittica non gamie sia per la variazione della velo-
cita della Terra lungo la sua orbita attorno al Sole (seaedadge di Keplero), sia per I'obliquita
dell’eclittica (il Sole nel suo moto annuo apparente norcpee I'equatore celeste bensi I'eclit-
tica e le proiezioni sull’equatore di archi uguali di ectit non sono uguali). Di conseguenza
anche il giorno solare vero non € un intervallo di tempo @ot nel corso dell’anno.

Il tempo di uso civile, misurato da orologi meccanici ed tetetici, non pud basarsi sul giorno
solare vero ed € quindi necessario introdurre un tempoarteato su un giorno medio di durata

18 M.Orlandini
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Figura 3.2: Differenze tra Sole vero, Sole fittizio e Sole med

costante e pari alla media di un gran numero di giorni sok&eco in sintesi le tappe concettuali
che portano a tali definizioni (si veda Figura 3.2).

Il Sole vero, percorrendo l'eclittica, raggiunge la masasimelocita angolare quando si trova al
perigeo. Immaginiamo un Sole fittizio che passa al perigdbapageo assieme al Sole vero ma
che percorre I'eclittica a velocita costante. Dopo la tpaza” comune al perigeo, il Sole vero
e piu veloce del Sole fittizio e quindi lo precede. Ma verapdgeo la velocita si riduce e qui
i due Soli si riuniscono nuovamente. Nel tratto di ritornaseeil perigeo avviene I'opposto: il
Sole vero ritarda rispetto al Sole fittizio. Il Sole fittizitiraina I'irregolarita del moto del Sole
vero lungo I'eclittica.

Immaginiamo ora un terzo Sole, chiam&ole medig che si muove lungo I'equatore celeste,
a velocita costante e che attraversa il punto verffaleello stesso momento del Sole fittizio. Il
Sole medio ha lo scopo di correggere I'irregolarita del ol Sole dovuta al fatto che esso non
percorre I'equatore.

Il giorno solare medioe l'intervallo di tempo che intercorre tra due successasgaggi del Sole
medio sullo stesso meridiano. Il giorno solare medio ha Uorgaostante: rappresenta la durata
media del giorno solare vero, che invece e variabile ned@dell’anno. Il giorno solare medio,
considerato come unita di misura del tempo solare mediaialla culminazione superiore del
Sole medio.

L'istante di inizio del giorno solare medio, non e conveneper usi civili perché porterebbe ad
un cambiamento di data nelle ore diurne (a mezzogiornog iSirodotto cosi igiorno civile:
esso e un giorno solare medio che inizia alla mezzanottéanede alla culminazione inferiore
del Sole medio.

Il tempo solare mediddetto anche tempo medio, tempo medio locale) e 'angadodel Sole
medio piu 12 ore. L'ora zero (inizio del giorno solare medéalata dalla culminazione inferiore
del Sole medio per il luogo di osservazione.
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Figura 3.3: Sinistra: Componenti dell’equazione del temjmoviola I'effetto dell'inclinazio-
ne dell’orbita terrestre, in blu quello della non uniforenitiel moto del Sole vero. Destra:
I'equazione del tempo totale.

Come il tempo solare vero, anche il tempo solare medio empadocale perché il Sole passa al
meridiano di luoghi diversi in momenti diversi (passa prip& le localita a Est e poi per quelle
ad Ovest). Per le necessita civili, € stato necessanodatre una suddivisione convenzionale
della superficie terrestre in 24 fusi di 15 gradi ciascunaii brari).

Per definizione il giorno solare medio e suddiviso in 24 ala$ medie, a loro volta suddivise
in 60 minuti solari medi, al loro volta suddivisi in 60 secosdlari medi.

Il tempo civile o tempo legale o tempo medio del fuso e il tempo solare meeliongridiano
centrale di un fuso. Questo tempo, deciso per legge, eo/phd tutte le localita poste entro uno
stesso fuso orario.

Si definisceanno tropico I'intervallo di tempo necessario perché I'ascensiongareel Sole
aumenti di 360 gradi. La durata dell’anno tropico € 3652dbrni.

3.2.1 Lequazione del tempo

La differenza tra il tempo solare vero e quello medio si ctadiquazione del Tempo ed €
espressa in minuti e secondi:

£ = HA(V) — HA(M) (3.1)

dove (M) e (V) si riferiscono, rispettivamente, al Sole ntedi al Sole vero. Tale differenza
dipende dal fatto che il tempo solare medio & basato sulmawvio di un Sole ipotetico (il Sole
medio) che nel corso dell’anno si muove con moto uniformetubequatore celeste, mentre
il moto annuo del Sole vero lungo I'eclittica non & uniform&bbiamo cioe due effetti: uno
dovuto all'inclinazione dell’orbita terrestre ed uno dee@l moto non uniforme del Sole lungo
I'eclittica. Questi due effetti sono mostrati nellimmaei di sinistra di Figura 3.3: in viola
I'effetto dell'inclinazione dell’orbita, in blu quello di& non uniformita del moto del Sole.

L'equazione del tempo varia con regolarita nel corso dalio passando da valori negativi (il
minimo e di 14.5 min) a valori positivi (il massimo e 16.25mned e tabulata in tutti gli alma-
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nacchi (si veda I'immagine di destra di Figura 3.3). Esspragenta il ritardo (quando ha valori
negativi) o I'anticipo (quando ha valori positivi) accuratilnel corso dell’anno tra la posizione
del Sole vero e quella del Sole medio. Il Sole vero anticipéasda al massimo di circa 16 mi-
nuti il suo passaggio al meridiano rispetto al Sole mediocari@g i due Soli culminano insieme
(sono in congiunzione), I'equazione del tempo si annullgh &&cade quattro volte all’anno (il
15 aprile, il 15 giugno, il primo di settembre e il 25 dicempre

3.3 Il giorno siderale e il tempo siderale

Il giorno siderale e il periodo impiegato dalla Terra per eseguire un’inter@zione attorno al
proprio asse. |l riferimento per definire il giorno sideralen € il Sole bensi la direzione di un
punto della sfera celeste considerato fisso in prima apimnazsone (il punto vernal&’). Dunque
il giorno siderale € I'intervallo di tempo tra due succgssiulminazioni del punto vernale.
Il giorno siderale & piu corto del giorno solare
vero di quasi 4 minuti (corrispondenti all'in-

S circa ad ). Tale differenza e dovuta al fatto

%11 J'N!t? che la Terra, mentre ruota attorno a se stes-
g 5‘.‘;’?%‘5::1‘; sa, percorre anche un tratto di orbita attorno al
—* gamma Sole e quindi il Sole transita al meridiano con

4 minuti di ritardo al giorno rispetto alle altre
stelle (si veda Figura 3.4). Il risultato € il mo-
to apparente annuo del Sole rispetto alle stelle,
e in senso antiorario per un osservatore boreale,
e 2 alla velocita di circa 1 grado al giorno.
; In realta, nemmeno il punto vernale & un rife-
rimento fisso ma, per effetto della precessione
4 (si veda Sezione 4.4 a pagina 39) si sposta di
o circa 5025" secondi d’arco all'anno.
Ansae Il tempo siderale localeTSL & I'angolo ora-
rio del punto vernalér" (si veda I'immagine
a sinistra di Figura 3.5). Dipende, ovviamen-
Figura 3.4: Il giorno siderale. te, dalla longitudine del luogo di osservazio-
ne sulla Terra. Conoscendo I'ascensione retta
RA(X) diun astro X e misurando il suo angolo orario HA(X), sigpdeterminare il tempo siderale
TSL con la seguente relazione:

TSL = HA(X) + RA(X) (3.2)

Se il tempo siderale locale & noto e lo sono pure le coordieqtiatoriali di X all’epoca dell’'os-
servazione, si pud immediatamente calcolare HA(X) e qustabilire la posizione dell’oggetto
nella sfera celeste.

Poiche I'angolo orario di una stella X & zero quando transul meridiano dell’'osservatore, la
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Figura 3.5: Il tempo siderale.

RA(X) coincide con TSL quando la stella passa davanti al diemio dell’osservatore (si veda
'immagine a destra di Figura 3.5)

TSL=RA(X)  se HA(X)=0 (3.3)

In ogni osservatorio c’e un orologio che segna il TSL e ps®eee sincronizzato con il tempo di
transito di stelle con RA nota. In realta oggi il tempo saledocale viene calcolato a partire da
un segnale radio distribuito per questo scopo.

Il tempo tra il transito di un oggetto celeste X sul meridi@h&reenwich e quello sul meridiano
locale e uguale alla longitudine dell’osservatore loc&eaindi I'angolo orario per Greenwich di
una stella X che sta transitando sul meridiano locale chreia longitudingl coincide com .
Piu in generale abbiamo che:

GHA(X) = HA(X) + A (3.4)

in cui GHA(X) & I'angolo orario di X per Greenwich, HA(X) éadngolo orario per il meridiano
locale e la longitudind € misurata positiva verso Ovest e negativa verso Est.
Quando il puntd!” transita sul meridiano del luogo, si ha:

HA(T) =0 (3.5)

e quindi:

TSL(T) =0 (3.6)

Per definizione abbiamo che un giorno siderale & composfidae siderali, che a loro volta
sono composte da 60 minuti siderali, che a loro volta sonmébirda 60 secondi siderali.
Notea, o e il TSL di un oggetto, e possibile puntare un telescopio mamtatura equatoriale
nella sua direzione anche se non e visibile ad occhio nudee¢a Figura 3.6). Ruotando lo
strumento attorno all'asse di declinazione si orienta@ddeopio sulla corretta declinazione della
stella, mentre ruotando attorno all’asse polare si inségggetto durante il suo moto diurno
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Stelia polare ‘*‘

Figura 3.6: Montatura equatoriale di un telescopio.

apparente dovuto alla rotazione della Terra attorno alfw@sse. L'angolo iniziale corretto per
I'asse polare e dato da:

HA(X) = TSL— RA(X) (3.7)

Basta quindi un motore che fa ruotare uniformemente il telp® attorno al suo asse polare per
compensare la rotazione della Terra in senso opposto.

3.4 |l tempo universale

Da Eg. 3.2 segue che per il Sole vero V ed il Sole medio M avremo
TSL = HA(V) +RA(V)
= HA(M) +RA(M) (3.8)
da cui

HA(V) + RA(V) = HA(M) + RA(M) (3.9)

e quindi 'equazione del tempo Eq. 3.1 puo essere scrittaeco
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£ = RA(M) — RA(V) (3.10)

Se siriferisce HA(M) al meridiano di Greenwich (GHA), siiette il Tempo Medio di Greenwich
(GMT), chiamato anche tempo Universale (UT), tale che:

UT = GMT = GHAM) £ 12" = GHA(V) — g + 12 (3.11)

Si rammenti che al transito GHA(M3 0. Si utilizza il segnot a seconda che GHA(M) sia
maggiore o minore di 17 rispettivamente.

3.5 Relazione tra tempo solare medio e tempo siderale

Utilizzando Eq. 3.8 calcoliamo il TSL a due istanti sepatratioro da un un giorngolare medio
Avremo quindi

TSL; = HA1(M) + RA1(M)
TSLy; = HA2(M) + RA2(M)

con HA(M) —HA1(M) = 24", Quindi

TSLy — TSLy = 24"+ (RA(M) — RA (M) (3.12)

In un giorno solare medio il Sole medio percorre un arco deasione retta pari a 24365.25,
quindi Eq. 3.12 diventa

24" o4 36625

TSL, —TSL; = 24" =
2 1 * 36525 36525

(3.13)

Quindi abbiamo che

. . 366.25 . .
24" di tempo solare medio= 24" 2653 = 24"03"56.5503 di tempo siderale
(3.14)
. . 36525 . .
24" di tempo siderale = 24" 26625 = 23'56™04.0956 di tempo solare medio
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Capitolo 4

Fenomeni che modificano le coordinate
astronomiche

Anche se una stella rimane fissa rispetto al Sole, le sue c@wedpossono cambiare a causa
di una serie di effetti. Ovviamente la sua altezza ed aziraotlsano continuamente a causa
della rotazione della Terra, ma anche la sua ascensioreaetéclinazione possono cambiare
nel tempo (a prescindere da un suo moto proprio). Vedremmatettaglio questi effetti e come
possiamo misurarli.

4.1 Larifrazione atmosferica

Un raggio di luce che entra nell'atmosfera viene rifrattougngi la direzione osservata di un
oggetto differisce dalla direzione vera di una quantita dipende dalle condizioni atmosfe-
riche lungo la linea di vista. Dato che la rifrazione varianda pressione e la temperatura
dell'atmosfera, & molto difficile da calcolare accuratatee

A rigore I'atmosfera & una superficie sferica con centreittco della Terra ma, poiche il raggio
del nostro pianeta B; = 6372 Km, per angol{ (distanze zenitali) inferiori a 45pu0 essere
assunta piana. Schematizzando I'atmosfera come un fluipasto da strati omogenei di den-
sitaps, p2,. . .px € quindi con indici di rifrazioneny, ny, .. .ng (si veda Figura 4.1), dalla legge di
Snell abbiamo che

1sinz = ngsinz
ngsinzx = ng_1Sinz_q
(4.2)
n,sinz, = npsinzg
nisinzz = ngsinl (4.2)

e quindi
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Figura 4.1: Rifrazione di un raggio di luce che attraveratntiosfera.

sinz= ngsin{

doveze la distanza zenitalerae { ¢ la distanza zenital@parente.
Definiamoangolo di rifrazione R la differenza

R=z-¢

QuandoR e piccolo ed eespresso in radiantibbiamo

nosin{ = sinz=sin(R+{)
= sinRcos¢ + cosRsin{
~ Rcos{ +sin{

Quindi possiamo scrivere

R= (np—1)tan{ = ktan{

dove abbiamo definito laostante di rifrazione k

K= (np—1)

Per{ = 45°, abbiamo che I'angolo di rifrazione vale

26

(4.3)

(4.4)
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(4.6)
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60.4" A =400 nm
57.8" A =500 nm

R= 57.4" A =600 nm (4.8)
57.2" A =700 nm

Osservando questi dati, si nota che ogni banda di colorssgeibina deviazione diversa e quindi
la stella appare allungatédi circa 3') con il blu pit vicino allo Zenit ed il rosso piu distante.
Per distanze zenitali maggiori di 18obbiamo tenere in conto la dipendenza dell'indice di ri-
frazione dalla densita dell’aria (che a sua volta diperali&agression® e dalla temperatura.
Quando la distanza zenitale € maggiore di §i5uod usare peR la seguente approssimazione

R— P
273+ T
dove la pression® e misurata in hectoPascal (o in milliBar) e la temperaflirm gradi Cel-
sius. Per distanza zenitali prossime a zero (cioe vicitiorezonte) bisogna tenere in conto la
curvatura dell’atmosfera. Una formula approssimata @ardbolo di rifrazione

0.00452 tan(z) (4.9)

P 0.1594+0.0196a+ 0.00002°
~ 273+T  1+0.505a+ 0.08452
dovea e l'altezza sopra I'orizzonte (ciog= 90° — 2). Si noti che sia Eq. 4.9 che 4.10 non sono
corrette da un punto di vista dimensionale. Per ottenemiarretti le grandezzdevoncessere
espresse nelle unita corrette.
L'effetto della rifrazione2 sempre (a parte molto vicino allo zenit) quello di aumeataitezza
di un oggetto. All'orizzonte la variazione di circa 34, cheé poco maggiore del diametro
apparente del Sole.

(4.10)

4.1.1 Misura della costante di rifrazionex

La costante di rifrazion& (vedi Eq. 4.7) puo
essere misurata utilizzando i transiti di una
stella circumpolare. Come si € visto, la rifra-
zione atmosferica sposta la stella verso lo Ze-
nit, per cui invece di osservare |'astro percor-
rere I'arco CD (si veda Figura 4.2) si osserva
I'arco apparente AB, con distanze zenitali pa-
. ria ZA in A (culminazione superiore) e ZB in
by / B (culminazione inferiore). Le vere distanze
. /-/ zenitali sono pero ZCin C e ZD in D.
i — Per una stella circumpolare si ottiene:

Figura 4.2: Misura della costante di rifrazione

K CA = Ra=ktanZA  (4.11)

DB = Rg=«ktanZB
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e quindi

/C = ZA+CA=ZA+KktanZA
/D = ZB+DB=Z7ZB+ktanZB (4.12)

Introducendo la declinazione della stebae la latitudine del luogap abbiamo che Eq. 4.12
diventa

ZC = PNC-PZ=(90"—-90)—(90°-¢9)=9—-0
ZD = PNZ+PyD=(90°—@)+(90"—0) =180 — -9 (4.13)

Combinando Eq. 4.11 e 4.13 otteniamo

ZA+kKtanZA = @—-9
ZB+ktanZB = 180 —¢@—90

Questo sistema di equazioni ha, in generale, due incogh#a. Sono invece note la latitudine
del luogog e le due distanze zenitali ZA e ZB.

Se non si conosce la latitudine del luogo € necessario aggie al sistema precedente le equa-
zioni relative al transito di una seconda stella circumpoleond’, ZA' e ZB'. Si ottiene un
sistema di quattro equazioni (con incogrited’, K e @)

ZA+kKtanZA = @—-90
ZA +ktanZA = ¢@-9&
ZB+«ktanZB = 180 —¢@-—90
ZB' 4 KktanZB’ = 180 —¢— 0’

4.2 La parallasse

4.2.1 Laparallasse geocentrica

L'osservazione di oggetti celesti viene effettuata daliaesficie della Terra e non dal suo centro.
Questo ¢ irrilevante per oggetti lontani, come le stelle, per oggetti piu vicini, quali i corpi
del sistema solare, la direzione sotto cui si vede un paatieaggetto cambia a seconda della
posizione dell’'osservatore. Un oggetto C appare agli oasen A e B in direzioni diverse (si
veda Figura 4.3). L'angolo P tra le due direzioni di osseimae € dettoangolo parallattico.
Quando la distanza di C diventa infinita, I'angolo P tende al@ éistanze zenitali £ e Zg
(inizialmente diverse) diventano uguali. Per calcolareailore di P consideriamo il triangolo
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Zenit

Z,) d

B

Figura 4.3: Definizione di angolo parallat- Figura 4.4:  Definizione di parallasse
tico. geocentrica.

ABP: dato che la somma dei suoi angoli &€ 1&®biamo chd180° —Zp) +Zg +P =180 e
quindi

P=2Zn—Zg (4.14)

Per togliere la dipendenza dal luogo di osservazione sndaoono tutte le posizioni ad un unico
ipotetico osservatore al centro della Terra. Supponianeuwhosservatore O sulla superficie
della Terra guardi un oggetto M (si veda Figura 4.4). Rigpatt O, 'oggetto M e visto con una
distanza zenitale @ mentre rispetto ad un ipotetico osservatore C posto ataelella Terra, la
distanza zenitale € Z. Quest'ultima e datistanza zenitale verao geocentrica

Se R, e ilraggio della Terra @ € la distanza dell'oggetto osservato, I'angolo sottedla diaeca

di base(base line)OC rispetto a M & chiamato angolo parallattico o parallaBse teorema dei
seni:

sinp _ sin(180° — Zo)
Ry d

(4.15)

quindi

sinp= % sin Zy (4.16)

Supponiamo ora che ad un certo tempo, M sia visto sull’onzdall’'osservatore O. Il triangolo
OCM’ e quindi rettangolo in O e si ha

sinP = % (4.17)

Il rapporto R; /d & dettoparallasse orizzontale Combinando Eq. 4.16 e 4.17 otteniamo
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Figura 4.5: Misura del semi-diametro angolare della Luna.

sinp = sinP sin Zy (4.18)

Poiche gli oggetti osservati sono generalmente lontapitio alla linea di base, il seno si puo
approssimare con I'angolo (ovviamente misurato in radiacipbe sinp ~ p e sinP ~ P, da cui

p=PsinZ, (4.19)

Possiamo ricavarci la distanza zenitale vera Z usando gioladel triangolo OCM (si veda
Figura 4.4):(180° — Zo) + p+Z = 180, da cui

Z=7Z0—p (4.20)

Vediamo quindi che I'effetto della parallasgali spostare I'oggetto lontano dallo Zenit (esatta-
mente I'opposto dell’effetto della rifrazione).

4.2.1.1 Misura del semi-diametro angolare della Luna

Supponiamo che l'osservatore O sia in grado di misurarerézene abbastanza semplice) la
distanza zenitaleZdella Luna ed il semi-diametro (angolare) apparentésbveda Figura 4.5).
Vogliamo ricavare il semi-diametro angolare vero S (com#see visto dal centro della Terra).
Sia R il raggio della Luna ep I'angolo parallattico al tempo dell'osservazione. Siamctze

d la distanza della Luna riferita a Cdp la distanza rispetto ad O. Poiche il triangolo CD’'M e
rettangolo (in D’), si ha

. R|_ R|_ R@ I:{L .
SiNS=—=—-—=—5sinP 421
! d Rs d Ry (4.21)
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dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato Eq. 4.17. Alsptiato che S @ sono angoli piccoli,
possiamo approssimare il seno dell’angolo con I'angol@fgio espresso in radianti), e quindi
Eqg. 4.21 diventa

S~ tp (4.22)

Analogamente, per il triangolo ODM abbiamo che

. RR RRRpd R d .
=——=—-——=——5sinP 4.2
sin S &% R.dd R do sin (4.23)
SeP e $ sono piccoli, per cui possiamo approssimare i seni degbiogn gli angoli (misurati
in radianti), allora Eq. 4.23 diventa
R. d Sd d
So R do P do do S ( )
dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato Eq.4.22. Dakt®ardei seni applicato al triangolo
COM abbiamo che

sin(180° —Zp) sinZ

4.25
g a0 (4.25)
Usando Eq. 4.20 possiamo scrivere
Z=2Zo—p=2Zy—PsinZ (4.26)
e quindi, con quest’ultimo risultato, Eq. 4.25 diventa
d sinZ sin Zp
— = = — : 4.27
do sinZ sin(Zo—Psin Zp) ( )
Mettendo questa espressione in Eq. 4.24 otteniamo il vakneato S
sin(Zo — P sin Zp)
S= - 4.28
So sinZ (4.28)
Noto S si puo determinare il raggio della Lung Rvertendo la Eq. 4.22
RL = S%R@ (4.29)

Ovviamente, nota la distanza della Lushai puo calcolare direttamente il suo raggip:R

d
R =—— 4.
L sin S (4.30)

M.Orlandini 31



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

Figura 4.6: Misura della distanza della Luna.

4.2.1.2 Misura della distanza Terra—Luna

Questo metodo si basa sulla misura simultanea della desteeratale della Luna da parte di due
osservatori alla stessa longitudipena separati in latitudine (si veda Figura 4.6).

SeZ; e Z, sono le distanze zenitali geocentriche gare O, con angoli parallatticip; e po,
avremo immediatamente che la somma delle latitudini deidoghi di osservazione € data da

AM+Ar=21+2> (4.31)

dove, per definizione di distanza zenitale,

D=Z5-m—m=2-2 (4.32a)
Zo=Z8-p2— =22, (4.32b)
D’altronde seP ¢ il valore della parallasse orizzontale della Luna al motoéelle osservazioni,

si ha

p=PsinZj (4.33a)
p2 = PsinZ3 (4.33b)

che sommati membro a membro danno origine a

p1+ p2 = P(sinZi +sinZz?) (4.34)
e quindi
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P1+ P2

= - ¥ 4.35
sinZ3+sinz§ (4.33)

D’altro canto, sommando membro a membro Eq. 4.32 si ottiene
PL+P2=2Z5+25— (Z1+22) (4.36)

Eq. 4.34 puo allora essere riscritta come
1., 52 1,52

—(Z1+Z —(A1+A

p_Lt%—(LatZs) Zy+Zo—(M+Ar) 4.37)

sinZ§ +sinZ3 sinZ+sinz§
dove nell'ultimo passaggio abbiamo usato Eg. 4.31. Conmgioauest’ultima espressione con
Eq. 4.17 possiamo scrivere

4_Re _ R. sinz} +sinZz3 (4.38)

P Z5+Z5— (A+ A7)

La distanza media (perché l'orbita € ellittica) della laudal nostro pianeta e di 384,400 Km,
corrispondente a circa 60;R
Veniamo ora al problema di stimare I'accuratezza della maisiliquale & legato al rapporto tra
la linea di base (cioRy) e la distanza. Utilizzando Eq.4.19 e 4.17 abbiamo che

p= % sin Zg (4.39)
Ulizzando la propagazione degli errori abbiamo che
Op= ?,smzoad 04 = ?,smzoap (4.40)
da cui
Re .
—,SINZy O
9d _ pz—p = % (4.41)
d R—If,sin 2 P

Quindi il rapporto tra I'accuratezza nella misura dellaaliea e la distanza € uguale al rapporto
tra I'accuratezza nella misura della parallasse e la @esdl (si veda Tabella 4.1 nel cagp~
1//)
Ovviamente questo metodo di misura della distanza lunadehe limitazioni. In particolare:
1. non ci sono osservatori sullo stesso meridiano, per @adria apportare una correzione
per la diversa longitudine;

2. bisogna fissare un punto specifico della Luna (ad esempicratare in prossimita del
centro);

3. € necessario tener conto della rifrazione atmosferibegd errori strumentali.
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d/BL  p(°) a4 (")
1 60 485x10°6
10 6 485x10°°

100 0,6 485x10°4
1000 0.06 485x 1073

Tabella 4.1: Accuratezza nella misuraddiota la parallasse geocentrica jogr~ 1".

Stelle di sfondo

Moto
apparente
annuale defla
stella vicina

Angolo di
parallasse

X +  Stella vicina

Moto della Terra attorno al Sole

Figura 4.7: La parallasse stellare.

Con l'avvento del radar, del laser e delle son-
de lunari, la distanza della Luna si puo ora mi-
surare in modo molto piu accurato che con il
metodo parallattico.

4.2.2 La parallasse stellare

La parallasse stellare deriva dal cambiamen-
to della direzione di una stella man mano che
I'osservatore cambia la sua posizione nel cie-
lo a causa del moto di rivoluzione della Ter-
ra attorno al Sole. Per effetto di questo moto
si vede che la direzione geocentrica cambia e
traccia sulla sfera celeste cido che e chiamata
ellisse parallattica(si veda Figura 4.7). Con-
siderati due puntt; edE; lungo l'orbita della
Terra, a distanza di 6 mesi 'una dall’altro, si
nota che quando la Terra si trovak la stella

X & vista nella direzion&; X;, mentre inE; e
vista sottoE>X,. La parallasse stellareP e
definita da:

sinP = g (4.42)

dovea ¢ la distanza Terra—Sole (linea di base)
e d e la distanza Sole-Stella. Viste le enor-
mi distanze in gioco, I'angolo di parallasse e
molto piccolo, quindi sifP ~ P e si ha

P — 206265° arcsec (4.43)

d

Dalla Figura 4.7 si vede che quando la Terra Einper il teorema dei seni applicato al triangolo

E1SX
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sinp sinf
— = 4.44
3 g (4.44)
da cui
sinp= g sin@ =sinP sin6 (4.45)

dove nell’'ultimo passaggio abbiamo usato la definizioneatajasse stellare (Eq. 4.42). Al
solito, visto i piccoli angoli in gioco, possiamo sostiwiirseni degli angoli con la misura, in
radianti, dell’angolo stesso ed otteniamo

p=Psin@ (4.46)

Per effetto della parallasse stellare una stella apparstajaoverso il Soled < 90°) di una
quantitap. Si noti cheP e costante mentrp dipende d&d, che varia per effetto del moto della
Terra nella sua orbita. Le coordinate equatorale & corrette per la parallasse stellare sono
chiamatecoordinate eliocentriche

4.2.2.1 Misura della parallasse stellare

La misura della parallasse stellare inizid subito dopoualpicazione del libro di Copernico
nel 1543“De rivolutionibus orbium coelestium’per verificare 'ipotesi che la Terra orbitasse
attorno al Sole. Solo nel 1838 F.W. Bessel rivelo i primi hpatrallattici delle stelle: 814’ per
61 Cygni (invece del valore oggi accertato ¢8@").

| moti parallattici sono molto piccoli: 5" per Proxima Centauri e, per Vega. Oggi con
'impiego dei CCD, tali misure sono piu accessibili. E’ essario effettuare due misure della
posizione della stella a 6 mesi di distanza Eiaa E»). In questo casi si parla giarallasse
annua. Se tale stella e vicina, al termine di tale periodo, si nota spostamento sullo sfondo di
stelle deboli (e percio piu lontane) in cui questo effettm € osservato oppure € trascurabile.
Se indichiamo comr e Jr le coordinate della stella di riferimento e cam( &) e (a2, &) le
coordinate a 6 mesi di distanza della stella di cui si vuoleurare la parallasse, si ha:

O Prima misurao; —a =P FR(6,a,0,t,...)
O Seconda misuraa; —a =P R(6,a,d.,t,...)

in cui a € la coordinata eliocentrica (sconosciutafee una funzione delle coordinate equa-
toriali della stella, della longitudine del Sole e dell’a@hlita dell’eclittica. Questa funzione, di
forma nota, cambia il suo valore in dipendenza della datagata al suo valore dall’Eqg. 4.46).
Sottraendo membro a membro le due misure avremo

aL— 02 = P(Fl — Fz) (447)

e quindi
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a;—az
P= 4.48
Per evitare cher; e ap cambino a causa del moto proprio della stella, si scrive:
(a1—aRr) — (a2 —ar) = P(FL—F2) (4.49)
da cui
p_ (G1=0r) (2= dR) (4.50)

F—F
In generale si usano piu stelle di riferimento per cal@la&l modo piu accurato anche— F».
Con i telescopi di terra si arriva a misurare valoriRl> 0,01”. Con Hipparcos (satellite ESA),
si e arrivati a misurare parallassi di circa 120.000 stetle accuratezza migliore di 002’. Si
e anche riusciti a misurare i moti propri di queste stel@l@@spostamento angolare eliocentrico
in un anno).
Concludiamo questa sezione ricordando che la misura datklpsse annua ha introdotto una
nuova unita di misura di distanze astronomichepatsec Si definisce infatti parsec (parallas-
se secondo) la distanza alla quale la parallasse annudtanesate di un secondo d’arco, ed
equivale a 3,26 anni luce. In queste unita di misura la dista& calcolata semplicemente come
l'inverso dell’angolo di parallasse annua. Per esempitdldesa noi piu vicina, Proxima Centau-
ri, presenta una parallasse di7f80’. Ne consegue che la sua distanzg @, 750= 1,33 parsec,
ovvero 4,3 anni luce.

4.2.2.2 Misura di moti propri

Si possono rilevare pianeti extrasolari col metodo dellalasse stellare, rilevando anche i moti
propri delle stelle?

E’ molto difficile! Facciamo I'esempio di dover rilevare lagsenza di un pianeta come Giove
che sposta il centro di massa (C.M.) del sistema Sole/Gigh@lfri pianeti sono trascurabili)
di 1 raggio solare (696.000 Km) dal centro del Sole. Poniamestp sistema ad una distanza
di 10 pc. Dovremmo quindi rilevare uno spostamefi$c= 2R, in un intervallo di tempo pari a
mezzo periodo di Giovel( = 11,86 anni). Cio corrisponde ad un cambiamento nella direzion
della stella pari a

_ 2:6,96x 10°
~ 10-3,08x 10t

che e un angolo molto piccolo. In realta si sono trovatbgméneti delle dimensioni di Giove ma
molto piu vicini alla stella di riferimento.

Aa

5~ 0,00022 (4.51)

4.2.2.3 Misura della veloci& della luce
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La misura della velocita della luce fu effet-
tuata per la prima volta dall’astronomo danese
Roemer nel 1675. Roemer misuro che le eclis-
si dei satelliti galileiani di Giove (lo, Europa,
Ganimede e Callisto) non avvenivano ad in-
tervalli di tempo regolari, come uno si sarebbe
aspettato se la velocita della luce fosse infi-
nita. Noto invece che avvenivano in anticipo

Figura 4.8: Il sistema Sole-Terra-Giove. quando Giove era pill vicino alla Terra (TA in

Figura 4.8) ed in ritardo quando era nel punto

piu lontano (TB) dalla Terra. La differenza dei tempi patelipendere dal fatto che la velocita
della luce & finita e che quindi un segnale luminoso deve\adtsare in un caso il diametro del-
I'orbita terrestre e nell’altro nemmeno parte di questall®eonoscenza (anche se grossolana)
del diametro dell’orbita terrestre e dalla differenza deedempi di eclissi, Roemer ricavo un
valore della velocita della luce non molto diverso da quelbnosciuto oggi (299792,5 Km/s).
Ma per circa mezzo secolo il risultato fu ignorato.

4.3 Aberrazione della luce

L'aberrazione della luce (scoperta nel 1725 dall'astronanglese James Bradley) deriva dal
fatto che la luce ha una velocita finita e che I'osservatoneuove rispetto all'oggetto osservato.
In tal caso, per le proprieta dei moti relativi, si ha cheil@zione apparente della luce in arrivo
da un oggetto celeste e diversa da quella vera. Infattsépstore O avente velocifg vede la
luce provenire da un punto apparente S’ sulla direzione elébkevVr. Riferendosi alle direzioni
(non ai moduli):

L’ angolo di aberrazione visibile in Figura 4.9, & I'angol&6.

Studiamo ora il caso di una stella S che I'osservatore vetleeméro del campo di vista (si veda
Figura 4.10). Il telescopio, per effetto del moto orbitae¢stre, si muove con veloci@. Nel
tempo in cui la luce raggiunge l'oculare, il telescopio snésso da E a £ All'osservatore
la stella appare situata sulla direziongSEinvece che su £5: questo significa vedere la stella
apparente S’ sotto un angofls invece di6.

Dal triangolo AER, applicando il teorema dei seni, abbiamo

sinB; sinA@
= 4.
C VT ( 53)
quindi
sinAB — V% sing; (4.54)

Per angoli piccoli abbiamo che

M.Orlandini 37



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

Figura 4.9: Definizione dellangolo di  Figura 4.10: Aberrazione della luce dovuta

aberrazione. al moto di rivoluzione della Terra.
\2 . .
NG = < sinf; radianti (4.55)
oppure
NG — 206265\% sing,  arcsec (4.56)

Definiamocostante di aberrazionek la quantita

K = 206265\% — 20,496 (4.57)

percio I'angolo di aberrazione astronomisé diventa

AB = K sSinB; (4.58)

Si noti cheAB dipende dé&f, I'angolo tra la direzione della stella e la direzione istarea del
moto della Terra. Quest'ultima direzione € nota come ajicdel moto terrestre ed ha una
longitudine eclittica 99 minore di quella del Sole. Il Sole possiede quella longitedre mesi
prima (1/4 di anno).

Anche nel caso dell’aberrazione, la stella appare muoltergo un’ellisse attorno alla posizione
reale, con un asse maggiore di 802’ parallelo all’eclittica. Per una stella sull’eclitticatsa un
arco, per una sul polo dell’eclittica si ha un cerchio.
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4.3.1 Calcolo della costante di aberrazione

Dalla definizione della costante di aberrazione (Eq. 4.bighgna determinare la velocita della
Terra lungo la sua orbita. Assumendo un’orbita circolareemo chevy = 2mra/T, cona =
1496 x 10° m la distanza Terra—SoleTe= 3, 156x 10’ sec I'anno siderale. Sostituendo i valori
in Eq. 4.57 si ottien& = 20,492,

Se si tiene conto dell’eccentricii= 0.01674 dell’'orbita terrestre abbiamo che la costante di
aberrazione astronomica diventa

K = 206265212 _ 20,495’ 4.59
cTV1-¢€ (4:59)

4.3.2 Aberrazione diurna

Anche se minore rispetto a quella orbitale appena desaittea anche un’aberrazione della luce
per effetto della rotazione diurna della Terra. Per un agdereO a latitudineA si ha:

2
¥y = 2R oe) (4.60)
Tq
in cui Ty € un giorno siderale della Terra, pari a 86164 sec (si vetanelazione 3.14). Dalla
definizione di costante di aberrazione (Eq. 4.57) abbianeo ch

K = 206265VC—d — 0,32 cos (4.61)

Se si considera I'osservazione di una st&llguando attraversa il meridiano, poiche I'osservatore
si muove verso Est per il moto diurno della Terra, si avraaberrazione sul transito della stella.
Sed e la declinazione della stellX, sembrera transitare d; con un ritarddAt. Dato che

XX1 =0,32" cosA (4.62)
gli angoli orari corrispondenti sorldV e quindi

XX1 0sA
cosd 0S0

che espresso in secondi di tempo, ricordandoci ciecbfrispondono ad una ora, puo essere
riscritta come

M=UV=""L Z"C: (4.63)

At = 0,021 A

p— (4.64)

4.4 Precessione degli equinozi
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La scoperta dellprecessione degli equinozi
e da attribuire ad Ipparco (125 a.C.), ispirato
da quanto scritto dal poeta greco Arato (400
a.C.) in una sua opera riguardante la descri-
zione delle costellazioni celesti e confrontan-
dolo con quello che osservava. In particolare
le latitudini B e le longitudiniA (celesti) del-
le stelle in coordinate eclittiche misurate da
lui e confrontate con quelle misurate da Ti-
mocatri e Arustillo ad Alessandria 15 anni pri-
ma, mostravano che le latitudini non mutava-
no, mentre cambiavano le longitudini (erano
infatti cresciute di circa 50all'anno). Poi-
che le longitudini dipendono dalla posizione
del puntoT’, Ipparco ha dedotto che 'equatore
celeste doveva aver subito un precessione.
Questo significa che anche il Polo P deve aver
Figura 4.11: La precessione degli equinozi.ruotato su un piccolo cerchio di raggé(si
veda Figura 4.11). Il moto all'indietro di’ (e
del punto opposte~) € detta precessione degli equinozi. Un’intera rotazidine attorno a K
avviene in circa 26000 anni (tra 12000 anni I'asse di roteziterrestre puntera verso la stella
Vega).
La precessione fa muovere il punto verndleerso il Sole di circa 528" all'anno, sull’eclittica.
Come conseguenza della precessione, sia I'ascensioae rgiterita a™T") sia la declinazioné
della stella (riferita al piano equatoriale) cambiano di@m anno.

4.4.1 Misura della posizione diT

La declinazione Nord del Sole pud assumere al massimodtealell'obliquitac dell’eclittica,
cioe 2326. Per misuraree e sufficiente misurare la distanza zenitale del Sole alguags sul
meridiano dell’osservatore per un certo numero di volteratt al solstizio d’estate.

SeA é lalatitudine del luogo di osservazione, si ha che la dazibne del Sole & data da (si veda
Figura 4.12)

0=90-90 -A+2Z2)=A-Z (4.65)
dove Z ¢ la distanza zenitale del Sole. Al solstizio abbiashed = €. Per quanto riguarda
I'ascensione retta del Sole vicino all’equinozio, consideriamo il triangolfesco rettangolo
SAC (siveda Figura 4.13). Utilizzando le Eqgs. 1.4 abbiam® ch

sina =tand cote (4.66)
E’ possibile quindi determinare I'ascensione rettdel Sole alla sua culminazione dato che, per
definizione, abbiamo che
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Equatore

: Eclittica v
Orizzonte

Figura 4.12: Declinazione del Sole. Figura 4.13: Ascensione retta del Sole.

TSL - aSO|e+ HASO|e (4.67)

Alla culminazione HAqe = 0 e quindiaggie Non € altro che il tempo siderale locale. In questo
modo e possibile verificare se il TSL dell’'osservatoricogretto. Noto TSL si possono misurare

le ascensioni rette delle stelle al loro transito e le dadlioni. Viceversa, note le coordinate delle
stelle, € possibile misurare la posizion€lde quindi dell’equatore.

4.4.2 Effetto della precessione sulle coordinate equataii

SianoPy, P, e P5 il polo Nord celeste oggi, tra
6500 anni (1/4 del periodo di precessione) e
\ 3 fra 13000 anni (1/2 del periodo di precessio-
L o GO ol =T ne). Una stella che oggi sia coincidente gon
m,(-m.-s{l S Rjor. 40 8000 i\, : u-a:arw.;,\\ (RAzooo, DECzooo) = (Oh, OO), fra 6500 anni
//” S d avra coordinate equatoriali (RAyo, DECss00)
CEPHEUS . = (6", £°). Fra 13000 anni la stella avra invece
coordinate (RA5000 DEC1500@ = (121, 00) e
cosi via.
In Figura 4.14 mostriamo il moto del polo
Nord celeste dovuto alla precessione. Possia-
mo vedere come la stella “polaris” (la nostra
stella polare) e la piu vicina B (~1°); fra
. N Ny e 13.000 anni il polo sara vicino ad Lyrae
3= T (Vega).
Per determinare l'espressione generale per

' CORONA

BOREALS : la variazione della ascensione rettae de-

® URSA MAJOR @

clinazione & per effetto della precessione,

utilizziamo l'ultima espressione di Eq. 2.3
Figura 4.14: Variazione della posizione del polo

Nord celeste per effetto della precessione.
sind = cose sinf + sing cosp sinA
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e differenziamola, ottenendo

€0SO dd = sing cosPB cosA dA (4.68)

Utilizzando la seconda di Eq. 2.2 sul membro di destra adt@oiper il cambio in declinazione

dd = dA sing cosa (4.69)

Per calcolarci la variazione in ascensione retta partiaatia deconda espressione di Eq. 2.3

COSa C0SO = CoSf cosA

e differenziamo, ottenendo

—sina cosd da — cosa sinddd = —cosf sinA dA (4.70)

Se sostituiamo a@od I'espressione appena trovata, ed usiamo la prima espressioEq. 2.2
otteniamo

sina cosdda = dA (cosB sinA —sine cos a sind)
dA (sind sine + cosd cose sina — sing cog a sind) (4.71)

che semplificando diventa

da = dA (sina sine tand + cose) (4.72)

Se d\ e il tasso di aumento annuale della longitudine eclittic&@’ all’'anno), allora la varia-
zione in ascensione retta e declinazione per effetto dedlegssione in un anno diventano

dd = dA singe cosa
da = dA (sinesina tand + cose) (4.73)

Queste espressioni vengono usualmente scritte nella forma

dd = ncosa
da = m+nsinatand (4.74)

dove abbiamo definito leostanti di precessioneome

m = dA cose
n = dAsing (4.75)
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Epoca m n n
(s/a) (s/a) (/a)

1800 3,07048 1,33703 20,0554
1850 3,07141 1,33674 20,0511
1900 3,07234 1,33646 20,0468
1950 3,07327 1,33617 20,0426
2000 3,07419 1,33589 20,0383

a indica anno tropico (si veda pag. 20).

Tabella 4.2: Costanti di precessiome n a diverse epoche.

Dato che I'obliquita dell’eclittica non & esattamentestamte, ma varia lentamente nel tempo,
anchem ed n variano nel tempo. | valori delle costanti di precessionegbeune epoche sono
dati in Tabella 4.2.

Con riferimento al 2000,0 e per una decina d’anni, le co@tirrquatoriali si possono aggiornare
utilizzando la formula

a(t) = a0+ (3,074 + 1,336 sinazogotandzoo) (t —200Q0)
5(t) = 62000—}- (20, 038’ COSGzooo) (t — ZOOQ 0) (4.76)

4.4.3 Cause della precessione

Le forze principali agenti sulla Terra sono do-
p vute al Sole ed alla Luna. Le cause principali
sono:

Verso
il Sole

e |la Terra non e perfettamente sferica;

\ Eclittica . . .
e ) e il Sole e la Luna si muovono su orbi-
F Spinta

7 gravitazionale te apparenti inclinate rispetto al piano
" Equatore risultante !
— - dell’equatore terrestre.
o Per il Sole, il piano dell’'orbita € dell’eclitti-

_ _ _ ~ca. A causa dellasimmetria delle forze gra-
Figura 4.15: La precessione degli equinozjiiazionali agenti sulla Terra, l'attrazione so-
effetto della Luna. lare risulta applicata non nel centro C del pia-

neta, ma in D lungo la direzione DF (si veda

Figura 4.15).

Se la Terra non ruotasse, tale forza agirebbe

in modo tale da far coincidere il piano equato-
riale con il piano dell’eclittica. Poiche la Terra ruotaggnera ungrecessione del momento
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Percorso del
Folo Medio

Asse rotazione

Mutazione

{ -

Eclittica

—~— |
i \To—)»"" w) Percorso de
Polo Medio d a
\

\ y Polo vero

Polo vero

Ellisse di Nutazione

Figura 4.16: Effetto della nutazione sul Figura 4.17: Scomposizione del moto di
moto di precessione. nutazione.

angolare (come succede ad una trottola rotante se il suo centro dianrams si trova sull’asse
verticale passante per il punto di appoggio sul suolo).

Anche la Luna causa un moto di precessione, con I'orbitaruclae € inclinata di soli alcuni gra-
di rispetto al piano dell’eclittica. A causa del contribi8ole/Luna, la precessione del momento
angolare della Terra, viene anche chianyatcessione luni-solare

4.5 Nutazione

La correzione delle coordinate di una stella per effettdadptecessione si effettua rispetto a
cio che e chiamatequatore medio(e di conseguenza rispetto ad un polo celeste medio. Si
veda Figura 4.16). C’e un’altra correzione, anche se fecata apportare che € dovuta ad un
altro moto del Polo P della Terra, noto comgatazione Per effetto della nutazione, il punto P
mentre precede subisce una variazione anclee(d circa 1¢) di tipo sinusoidale con periodo

di 6798 giorni (18.6 anni. Siveda Figura 4.17). Fu Bradleyggerire che questo moto & dovuto
all'azione della Luna sulla Terra. Tra varie cause, la niota € dovuta:

¢ la variabilita della distanza Terra-Luna (periodo 1 mesw®lte);

¢ la variabilita della distanza Terra-Sole (periodo 1 anno)
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¢ uninsieme di cause geofisiche.

L'effetto € anche in questo caso un movimento del pufitoon conseguente variazione delle
coordinate equatoriali.

Il termine principale della nutazione e dovuto alla regrese della linea dei nodi della Luna e
ha lo stesso periodo di 6798 giorni. La componente longitaiei ha un’ampiezza di Y2 quella
obliqua di 9. Tutti gli altri termini sono molto piu piccoli. Il succels® termine piu grande,
con un periodo di 183 giorni (0.5 anni) ha ampiezze.8{® 0.6” rispettivamente. Si usa percio
suddividere la nutazione in termini a lungo periodo e a bpe@odo. | termini a lungo periodo
sono calcolati e riportati negli almanacchi, mentre la epiwne addizionale dovuta ai termini
a breve periodo e di solito presa da una tabella. In ogni saseono oltre 110 termini per
esprimere la nutazione con sufficiente precisione!
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Capitolo 5

Sistemi binari

5.1 Definizione

Puo accadere che due stadigpaianomolto vicine benché si trovino in realta a distanze molto
diverse. Queste coppie “casuali” vengono chiansa¢dle binarie ottiche Vi sono perd molte
coppie di stelle che si trovano alla stessa distanza e cheafoy un sistema fisico in cui due
stelle orbitano una attorno all’altra. Solo meno della andittutte le stelle sono stelle singole,
come il nostro Sole. Piu del 50% delle stelle appartienedrva sistemi contenenti due o piu
membri. In generale i sistemi multipli hanno una struttugeagchica: un sistema triplo e formato
da una stella ed un sistema binario che orbitano uno attdfatira (cioe attorno al loro centro
di massa); un sistema quadruplo & formato da due sisteraribiQuindi la maggior parte dei
sistemi multipli puo essere descritto come sistemi biaativersi livelli.

| sistemi binari sono classificati in base al metodo con coossiati scoperti come tali. Lgina-

rie visuali possono essere viste come due componenti separate ad nadoio con i telescopi,
cioé laloro separazione € maggiored.1’. Nellebinarie astrometriche & possibile vedere so-
lamente una delle due componenti, ma la variabilita del tooto proprio indica che una seconda
componente invisibile deve essere presentebibarie spettroscopichesono identificate sulla
base dei loro spettri che mostrano o due insiemi di lineetisgheto uno spostamento Doppler
delle linee osservate che varia periodicamente. La quisae di binarie sono chiamdimarie
fotometriche (dette ancheariabili ad eclisse). In questi sistemi le componenti della coppia pas-
sano periodicamente una davanti all’altra determinandovamiazione della magnitudine totale
apparente.

| sistemi binari possono essere classificati anche in bdsdoab separazione. Nellkinarie
distanti la separazione tra le componenti € di decine o centinaiaith astronomiche (UA), ed

i loro periodi orbitali variano da decine a centinaia di aridelle binarie strette la separazione
varia da circa una UA fino al raggio della stella. 1l periodbitale varia da alcune ore ad alcuni
anni. Infine nelléinarie a contatto le stelle sono cosi vicine che si toccano.
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5.2 Equazioni del moto in un sistema binario

Per determinare le equazioni del moto di un
sistema composto da due corpi (di masga
e M) in interazione gravitazionale (che chia-
meremo per comodita Sole e pianeta, ma che
possono benissimo essere un pianeta ed una
sua luna, o due stelle), consideriamo un siste-
ma di riferimento inerziale centrato i@ (si
veda Figura 5.1). | raggi vettori dei due corpi
0 sarannary e rp, e quindi la posizione del pia-
neta rispetto al Sole sara= r, —r1. Perla
Figura 5.1: Definizione dei raggi vettori in unegge di gravitazione universale avremo che il
sistema binario. pianeta subira una forzB data da

2 = —Gmm r% (5.1)
Dalla seconda legge della dinamica abbiamo che
F = mpi'y (5.2)
e quindi, combinando Eq. 5.1 e 5.2, 'equazione del moto @elgia sara
Mz = —G My r% (5.3)
Dato che il Sole risente della stessa forza gravitaziona@etla direzione opposta, avremo che
M7 = +Gmmp :—3 (5.4)
Sottraendo Eq. 5.4 da Eq. 5.3 otteniamo
P=—p :—3 (5.5)
dove abbiamo definito

p = G(my +nmy) (5.6)

La soluzione di Eq. 5.5 ci fornisce I'orbita del pianeta tefaal Sole. Dato che in questa equa-
zione viene coinvolto il raggio vettore e la sua derivateosea rispetto al tempo, la soluzione
dovrebbe fornircir = r(t). Sfortunatamente, non & possibile esprimere il raggitovetn fun-
zione del tempo in termini di funzioni elementari. Quelleeghossiamo fare € di operare delle
manipolazioni matematiche per determinare le proprieteagoluzione.
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5.2.1 Soluzione dell’equazione del moto

Dato che I'equazione del moto & una equazione differemziattoriale del secondo ordine, sa-
ranno necessarie sei costanti di integrazione per la smlaztompleta. La soluzione generale
sara una famiglia di orbite, mentre una soluzione parmi@Wberra definita una volta fissate le
costanti di integrazione.

Il moto di un pianeta sara quindi univocamente determingta volta che verranno fissate la
sua posizione e velocita ad un dato istante. Con questia stdle costanti di integrazione (che
d’'ora in avanti chiameremmtegrali) non otteniamo perd nessuna informazione riguardante la
geometria dell’orbita. Un’altro insieme di integrali, ciedremo in seguito, ci forniscono invece
gueste informazioni: sono i cosiddgttirametri orbitali.

Iniziamo ora a cercare le cosiddeti@stanti del motogioe quantita che non cambiano al variare
del tempo. La prima di queste e il momento angolare che, gkamidione,

L =mpr x 7 (5.7)

Se definiamd: come il momento angolare per unita di massa, avremo che

k=rxr (5.8)

la cui derivata rispetto al tempo vale

k=rXxF+rXr=rx7s (5.9)

Tenendo conto dell'equazione del moto Eq. 5.5 avremo che

ker(—ﬂ%)z(—%)rxr:O (5.10)

Dato che il vettore momento angolare e, per definizionepgraticolare al raggio vettore, ne
segue che il moto del pianeta avviene su di un piano perpeladéecak.
Per trovare un’altra costante del moto calcoliamo il proaletttoriale

ki = (rxi) x (—p ) :—%[(r.r)f—(r-f)r] (5.11)

Come possiamo vedere in Figura 5.2, la derivata del ragdgtonea- € uguale alla proiezione di
r lungo la direzione di. Abbiamo allora che = » -7 /r, da cui

rer=Irr (5.12)
e quindi
kexi——u(f_TT —E(— f) (5.13)
e TR ) T a TRy '
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Dato che, come abbiamo vistds € una
costante del moto, allora possiamo scrivere

. d .
er—akzx'r (5.14)

che, combinata con lI'equazione precedente,
diventa

%<kx++u§)=o (5.15)

Figura 5.2: Velocita radiale e sua proiezion%qUInOII

lungor. )
gor (k:xr+u€> = costante= —le (5.16)

Dato chek e perpendicolare al piano orbitale, andhe r deve giacere nello stesso piano. Dato

chee e una combinazione lineare di due vettori che giaccion@guio orbitale, anche deve

giacere sullo stesso piano.

Possiamo ricavarci una ulteriore costante del moto catclal prodottor - 7:

ﬁfzf(—u%):—u(%;)=—u<%)=—u<é)=%(%) (5.17)

Dato che
: d /1. .
p=— (=g A
TE= (27' r) (5.18)
combinandola con I'espressione precedente otteniamo
d /1. . u
_ — . —_—— p— -1
dt<2rr r) 0 (5.19)
che equivale a
1
évz — % — costante= h (5.20)

dove abbiamo definitela velocita del pianeta rispetto al Sole. La costdrmechiamatantegrale

di energiae I'energia totale del pianetarh. Nota importante: sia I'energia che il momento
angolaredipendono dal sistema di coordinate utilizzato!Nel nostro caso abbiamo utilizzato
un sistema eliocentrico, che € un sisteswaelerata

Le costanti del moto finora trovare sono tre: due vettorialefl e) ed una scalarehf. Quindi
abbiamo sette integrali del moto, cioé ne abbiamo uno d¢ipwd In realta non tutte queste
costanti sono indipendenti, infatti abbiamo che valgonselguenti relazioni:

k-e = 0 (5.21)
p?(e#—1) = 2hk (5.22)
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dovee e k sono i moduli dei vettore e k, rispettivamente. Eq. 5.21 deriva direttamente da
Eq. 5.16. Per dimostrare Eq. 5.22 prendiamo il quadrato taerbi i membri di Eq. 5.16:

HT 2l T
—+tH (5.23)

Dato chek e perpendicolare a, avremo chek x r = kv, quindi possiamo scrivere

P2 = (kx#)-(kxr)+2(kxr)-

u2e2=k2v2+2%(k><+-r)+u2 (5.24)

Nel termine vettoriale invertiamo il prodotto scalare careljo vettoriale e invertiamo (cambian-
do segno) I'ordine degli ultimi due fattori, in modo da senig

2

che e proprio Eg. 5.22. Le due relazioni 5.21 e 5.22 ridudbnomero di integrali del moto da
sette a cinque, quindi abbiamo ancora bisogno di una cestlnitegrazione.

Le costanti del moto che abbiamo finora ricavato ci descovianforma, la dimensione e I'o-
rientazione dell’'orbita ma non ci dicono nulla suflasizionedel pianeta. Sara quindi necessario
fissare la posizione del pianeta ad un certo istgyealternativamente, dare il tempo in cui esso
si trova in una certa posizione. E’ proprio quest’'ultimo od che useremo per definire il sesto
integrale: il momento del passaggio al perielio (o per@askl caso non si parli del Sole ma di
una stella qualsiasi).

L& —1) = K2 — 2%(k: X ) = KAV — 2% K2 = 22 (}vz - %) —2%%h  (5.25)

5.2.2 Equazione dell'orbita e prima legge di Keplero

Deriviamo ora I'equazione dell’orbita del pianeta attoah&@ole. Dato che € un vettore costante
che giace sul piano orbitale, lo usiamo come direzione dririfento. Siaf I'angolo tra il raggio
vettorer ede. L'angolo f viene chiamat@nomalia veraAvremo quindi che

r-e=recosf (5.26)
Se pero usiamo la definizione eidata da Eqg. 5.16 abbiamo che

r-e = —% (r-k:xi'%—%r-r)

1 1
= —Z(k-Pxr+ur)=—=(—K+ur
u( ur) u( ur)

k2
= ——r
u
Se eguagliamo queste due ultime espressioni-perotteniamo
k*/u
= 5.27
1+ ecosf ( )
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che e 'equazione, in coordinate polari, di una conica.dtimo del vettore definisce leccentricit
della conica:

e=0 circonferenza
O<e<1 ellsse

e=1 parabola

e>1 iperbole

Da Eqg. 5.27 si vede comreraggiunga il minimo peirf = 0 quindi nella direzione dé. Quindie
punta nella direzione del perielio. La prima legge di Keplafferma che:

L’orbita di un pianetae un ellisse in cui il Sole occupa uno dei due fuochi.

Da Eqg. 5.27 possiamo vedere che, in generale, sono posdit®ltipi di orbite, come le parabo-
liche ed iperboliche.

5.2.3 | parametri orbitali

Gli integrali del moto che abbiamo ricavato precedentementsono stati utili per risolvere
'equazione dell'orbita (studiare cioe dnamicadel moto orbitale). Per dare una descrizione
geometricadell’orbita € meglio utilizzare altre sei quantita cheepdono il nome dparametri
orbitali. Essi sono mostrati in Figura 5.3 e prendono il nome di

semiasse maggiore

eccentricita

inclinazione

longitudine del nodo ascendente

argomento del perielio (periastro)

tempo del passaggio al perielio (periastro)

Vediamo ora di mettere il relazione i parametri orbitali dercostanti del motdinamicheche ci
siamo ricavati precedentemente. L'eccentricita si odiéacilmente come il modulo del vettore
e. Dall’equazione dell’'orbita 5.27 abbiamo che@drametro pdell’orbita (detto ancheemilatus
rectum)é p = k?/u. Ma il parametro di una sezione conica & semgfie- €|, quindi abbiamo
che il semiasse maggiore puo essere scritto in funzioee #i

_ K/u
T

Utilizzando Eq. 5.22 possiamo ricavarci un’importanteargbne tra il semiasse maggioaee
l'integrale di energiéh:

~ep oo

(5.28)

—u/2h se l'orbita & un’ellisse
a= (5.29)
u/2h  sel'orbita & un’iperbole.

Per un sistema legato (orbita ellittica) I'energia totalérgegrale di energia sono negativi. Per
un’orbita iperbolicah & positivo e quindi il corpo possiede una energia cinetidliciente per
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Hodo - L S
discendente § :
"‘-\.__

Argomento ¥

Longitudine de : del perielio  /
nodo ascendentg / >'Y’

! Punto
vernale

| ,}\ludu

ol ascendente
‘.I-l / J_/'Jr

Figura 5.3: Definizione dei parametri orbitali.

lasciare il sistema. Il caso di moto paraboli¢o= 0) € il caso limite, anche se in realta orbite
paraboliche non esistono per la difficolta di avere un irgkgdell’energia esattamente nullo.
L'orientazione dell’orbita € determinata dalla direzéodei due vettorik (perpendicolare al
piano orbitale) ede (che punto verso il perielio). | tre angali Q ed w forniscono la stessa
informazione.

L'angolo di inclinazionei fornisce I'obliquita del piano orbitale rispetto ad un mpiafisso di
riferimento. Per corpi del sistema solare questo pianceélittica. La longitudine del nodo
ascendent® indica dove l'oggetto attraversa I'eclittica da Sud a NoE'misurata in senso
antiorario dal punto vernalé’. Gli elementi orbitalii e Q determinano insieme l'orientazione
del piano orbitale e corrispondono alla direziondedi

L'argomento del perieliav da la direzione del perielio, misurata dal nodo ascendegita dire-
zione del moto. La stessa informazione € contenuta nak&idne die. Molto spesso, invece
di usarew si utilizza un altro angolo, dettongitudine del perieliao (si pronuncia pi), definito
come

w=Q+w (5.30)
Questo angolo & molto particolare, in quando € misuratparie lungo l'eclittica ed in par-

te lungo il piano orbitale. Viene pero utilizzato dato ahelefinito anche quando I'angolo di
inclinazione & molto piccolo e quindi la direzione del n@szendente diventa indeterminata.

M.Orlandini 53



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

5.2.4 Seconda e terza legge di Keplero

Il raggio vettorer di un pianeta in coordinate polari &

dovee;, ¢ il versore nella direzione dhi (si ve-
da Figura 5.4). Se il pianeta si muove con
velocita angolaref, la direzione di questo
versore cambiera allo stesso tasso

ér = fé; (5.32)

dovee; e il versore perpendicolare&.” Se
vogliamo determinare la velocita del pianeta,
usando Eq. 5.31 abbiamo

F=Fé +rer=ré +rfé; (5.33)

Utilizzando quest’ultima espressione, il mo-

: L _ . ) mento angolaré& diventa
Figura 5.4: Definizione dei versori in un sistema

di coordinate polari. k—=rxr=rfé, (5.34)

dovee; ¢ il versore perpendicolare al piano orbitale. || moduldadi

k=r?f (5.35)

Lavelocita areaolaredi un pianeta e definita come I'area che il raggio vettorezpka nell’unita
di tempo. In termini dr e dell’anomalia verd essa sara

A= %rzf (5.36)

Tenendo conto di Eq. 5.35 abbiamo che
1

A=k (5.37)

Dato che, come abbiamo vistog una costante del moto, lo sara anche la velocita aneabla
Abbiamo appena ottenuto la seconda legge di Keplero:

Il raggio vettore che unisce il centro del Sole con il cented pianeta descrive aree
uguali in tempi uguali.

Dato che la distanza Sole-pianeta varia, deve variare alachielocita. Dalla seconda legge
di Keplero segue che un pianeta si muove piu velocementedgusi trova piu vicino al sole
(perielio) e piu lentamente quando si trova lontano (ajelEq. 5.37 puo essere riscritta in forma
differenziale
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dA= %kdt (5.38)
e integrata su di un periodo orbitale
1 [P
/ dA= = k/ dt (5.39)
2 Jo
ellisse

doveP ¢ il periodo orbitale. Dato che I'area di un’ellissemab = ma®y/1 — €2, dovea e b sono
il semiasse maggiore e minore dell’ellisse,edd sua eccentricita, avremo che

1
ma?y/1—e = SkP (5.40)
Da Eqg. 5.22, tenendo conto del valore dell'integrale de#igia (Eq. 5.29), otteniamo

k=1/G(m; +mp)a(l-e) (5.41)
Combinando queste due ultime equazioni otteniamo
o 4m 3

P = G rmy) 2 42

Questa e esattamente la forma della terza legge di Keplero

| quadrati dei periodi di rivoluzione dei pianeti sono ditatnente proporzionali ai
cubi dei semiassi maggiori delle loro orbite.

In questa forma la legge non e valida esattamente, anchieppareti del sistema solare, dato
che la loro stessa massa influenza i loro periodi. L'erroeesiltompie ignorando questo effetto
e comunque molto piccolo (si veda Appendice A per la stoBajmente sorprendente, sulla
scoperta delle leggi di Keplero).

5.2.5 Posizione lungo l'orbita

Benché abbiamo determinato la geometria dell’orbita dbiameta attorno al Sole, non siamo in
grado di determinare la sua posizione ad un certo istanthpe&ron conosciamo il raggio vettore
r in funzione del tempo. La variabile nell’equazione delbiva 5.27 € un angolo, 'anomalia vera
f, misurata dal perielio. Per passare fdadr definiamo un nuovo angolg, che chiameremo
anomalia eccentricatale per cui

r = a(CcosE — e) % + bsinE j (5.43)

dove: e§’ sono due versori paralleli ai due semiassib dell’ellisse (si veda Figura 5.5).
Molte formule del moto ellittico si semplificano se si utde 'anomalia eccentric&. Ad
esempio, abbiamo che
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asin £

S

J

ae

Figura 5.5: Definizione dellanomalia Figura 5.6: Geometria per determinare la
eccentriceE. relazione tre&E edr.

- = r-r
= a?(cosE — €)%+ b?sirPE
— a?[(cosE — €)%+ (1—€?)(1—CoSE)]
[

— a’[1— 2ecosE + €* oS E]

da cui

r = a(1— ecosE) (5.44)

Il nostro prossimo problema e quello di ricavacad un certo istante del tempo. Per la seconda
legge di Keplero la velocita areaolare e costante. Quiaia piu scura mostrata in Figura 5.6 e

A— rab t_TT (5.45)

dovet — 1 il tempo trascorso dal passaggio al periastrd? e il periodo orbitale. L'area di
una parte di un’ellisse si puod ottenere moltiplicando Ipéx I'area corrispondente del cerchio
circonscritto (in termini “matematici” un’ellisse € unasformazione affine del cerchio). Quindi
lareaSPXe
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A = g(area diSPX)

= g(area del settor€P'X - area del triangol€P'S)

b /1 1 .
= 3 <éa-aE—§ae-asmE)

= %ab(E —esinE)

Eguagliando queste due ultime espressiori diteniamo laequazione di Keplero

E—esinE=M (5.46)
dove abbiamo definito
M= 2Fﬂ(t —1) (5.47)

I’anomalia mediali un pianeta all'istante. Lanomalia media aumenta ad un tasso costante nel
tempo ed indica dove si troverebbe il pianeta se si muovessgmlun’orbita circolare di raggio

a. Ovviamente per orbite circolari i tre angdlj E edM coincidono.

Se conosciamo il periodo orbitale ed il tempo trascorso daspggio al perielio, possiamo usare
Eq. 5.47 per calcolarci 'anomalia media. Ndvh dobbiamo risolvere Eq. 5.46 per ottenere
'anomalia eccentrica. Infine la distanzaiene data da Eq. 5.44. Dato che le componenti di
espresse in termini del’anomalia vera sommsf er sinf, abbiamo che

a(cosE—e) cosE-—e

cosf = -
r 1—ecosE
(5.48)
sinf - bsinE B — sinE
- ro 1— ecosE

0 equivalentemente

f l1+e, E
tan- =/ —— tan— 5.49
2 l-e 2 ( )
Una volta nota la posizione sul piano orbitale & possibé@eedninare, attraverso opportune tra-
sformazioni di coordinate, la longitudine e latitudineittiche e, da queste, I'ascensione retta e
la declinazione (per mezzo di Eq 2.2).
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5.2.6 Soluzione dell’equazione di Keplero

L'equazione di Keplero (5.46) € una equazione trascemrdemuindi non puo essere invertita e
risolta perE una volta datavl. Pero, fin dalla sua scoperta, sono stati sviluppati mtgttmi
per la sua soluzione. Ad esempio possiamo espartflarserie di potenze

E:M+zane” (5.50)
n=1
dove i coefficientia, si possono ricavare dal teorema di inversione di Lagrange

In/2)
ﬁ k;(—l)" (D (n—2k)"sin[(n— 2k)M]

La serie (5.50) diverge se > 0.6627434193.. (limite di Laplace)e, per altri valori die,
converge come una serie geometrica di rapporto

= ﬁeﬂr—é exp(\/1+e2)

Un’altra soluzione peE & in termini di una serie di funzioni di Bessel di prima sgci

an:

E=M+ g %Jn(n e)sin(n M) (5.51)
n=1

che converge per ogei< 1 come una serie geometrica di rapporto

TR - el—e2 exp(@)

5.2.7 Laposizione di Venere il 11/01/1981

In questa sezione vogliamo mostrare in dettaglio i caloetiassari per determinare la posizione
di un pianeta (Venere) ad un certo istante quando siano rpatrametri orbitali. 1l punto di

ILe funzioni di Bessel di ordina sono definite come le soluzioni del’equazione differeleia
Xy +xy+(x-nly=0 n>0
Le funzioni di Bessel di prima specie sono definite come

) (X/Z)n+2k (X/Z)Zk n
k'F KIF(n+k+1) k'F KM(k+1—n)

cond_p = (—1)"J, el (n) la funzione Gamma. In particolare, pee= 0,1 abbiamo che

x2+ x4 x8 N 3 X x3 N x° X
22 "2, 2 22.42.¢2 1T 24" 226 22.42.62.8

J=1- +...
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partenza e quindi recuperare questi dati dagli almana@tibiamo preso questo esempio dal
libro di Antonio Leon€'ll moto dei corpi celesti”, Muzzio Editore, 1982):

Posizione il 01/01/1970 12:00 UT 2625 = 265,416666
Moto angolare medid’(giorno) I’ 36 7/670= 1;6021305

Da questi valori possiamo calcolarci I'anomalia meldiall’epoca richiesta (11/01/1981)

M = 265,416666+ [(11x 365) + 14— 0.5] x 1°6021305= 2395993

dove il termine tra parentesi quadre € il numero di gioraiitr01/01/1970 e la data richiesta
11/01/1981. Dobbiamo ora calcolarci 'anomalia ecceatBcusando I'equazione di Keplero
(5.46)

239,5993=E — 0,00679 sirE

dove abbiamo utilizzato il valore dell’eccentricita detbita di Venere. Per risolvere I'equazione
utilizzeremo il metodo di Bessel, fermandocime- 2. Quindi

2 _ 2 .
E = 2365993+ 7 J1(0,00679 sin(2395093 + 7 Jp(0,01358 sin(11%; 1986

Per calcolare le funzioni di Bessel useremo il loro sviluppserie fermandoci al primo termine

0,00679 4,61041x 10°°
1(0,00679 = == (1— i 8X ):0,00339498
2.0,013582 2.0,013582

Abbiamo quindi che I'anomalia eccentri€avale

E =239,5993+ 2-0,00339498 (—0,8625074 + 0,0000230 0.43646 7= 239,59346

Possiamo verificare che la soluzione trovata sia quellatgisgstituendola nellequazione di
Keplero

239,5993= 239,59346— 0.00679 siri239,59346 = 239,59931

che risulta quindi essere verificata a meno &iflo—° gradi. Dobbiamo ora calcolarci I'anomalia
veraf partendo da Eq. 5.49. Quindi

tani 1+ 0.00679tan239?59346
2 \1-0.00679 2
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f = 2 arctaril, 0068131 (—1,7463296] = —120; 74149

e quindi

f = —120,74149+ 360° = 23925851

Se vogliamo metterci nel sistema di coordinate dell’acht{vogliamo cio&idurci all’eclittica),
sapendo che I'orbita di Venere ¢ inclinata di un angold o8, 9982, dobbiamo prima calcolare
la longitudine del nodo ascenderfdsaggiornata alla data del 11/01/1981
11 0,5
_ / T )
Q=76"25+ (11+365) %60

e quindi, dato che per la latitudine eclittifavale la

= 767508584

sinf = sini sin(f — Q)
otteniamo

B = arcsirjsin(3;4) sin(239; 25851 76,508584] = 15007701

La longitudine galattica e legata a — Q dalla relazione

AR cos
f—Q
da cui possiamo ricavare
A =238;96555

Quelle che abbiamo ottenuto sono le coordinate di Venepeittis al Sole, ma noi vogliamo le
coordinate di Venere rispetto alla Terra. Sara quindi ssago calcolarci le coordinate eclittiche
del Sole ed operare una traslazione del sistema di cooedafes aveva origine nel Sole fino a
portare 'origine nel centro della Terra.

Dovremo ora calcolare in maniera del tutto analoga le coatdieclittiche della Terra al 11/01/1981,
tenendo conto che dalle tabelle abbiamo

Posizione i1 01/01/1970 12:00 UT 995 — 99,75
Moto angolare medicd’(giorno) 59 8/193= 0;9856091

Lascio per esercizio il verificare che le coordinate eclité eliocentriche della Terra il 11/01/1981
alle ore 00 TU sono

A =111017216 B=0

Utilizzando il valore dell'inclinazione dell’eclitticaggiornato al 11/01/1981, cice= 23441755,
nelle Eq. 2.2 ed effettuando una traslazione degli assniaiteo
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a = 17'57M150548
5 = —22°5754'5688

con una precisione al minuto d’arco.

5.2.8 Lavelocit di fuga

Se un oggetto possiede una velocita sufficiente, quesiacpusentirgli di superare il campo
gravitazionale del corpo centrale. Questo avviene se paoesce a raggiungere una distanza
infinita con velocita finale nulla. Per la legge di conseiwae dell’energia avremo che l'integrale
di energiah sara nullo, e quindi

1 Mo
év2 -5=0 (5.52)

doveR e la distanza iniziale a cui 'oggetto si sta muovendo cdoaigiv. Quindi lavelocit di

fugasara
_j2u  [2G(my+mp)
e=\| R =\ Rr (5.53)

Per esempio, sulla superficie della Tevgae circa 11 Km/s (sem < ).

5.3 Binarie visuali

Le binarie visuali sono stelle binarie in cui entrambe le stelle sono visililoachio nudo o con

il telescopio (un esempio di binaria visuale visibile adldomudo € Mizar, nella costellazione
dell'Orsa Maggiore). Nel caso ottico, € necessario cheldgcopio abbia un potere risolutivo
adeguato a separare entrambe le stelle. Il limite teoricsdiuzione e definito dalla diffrazione
della luce. La risoluzione teorica di un telescopio ottigene spesso data nella forma introdotta
da Rayleigh.

Il criterio di Rayleigh ci permette, conoscendo la lungleezizonda della luce osservata e il
diametro del foro di osservazione (detto anche pupilla)satiere qual € la minima distanza
angolare oltre la quale € possibile la risoluzione. lleni di Rayleigh afferma che due sorgenti
puntiformi sono distinguibili se la loro separazione arggel maggiore o uguale a:

. A
SiNBR ~ Br = 1.226 (5.54)

doveA & la lunghezza d’onda della luce osservatiéeil diametro del foro di osservaziohe

2Quando si costruisce uno strumento ottico che deve ditirgoggetti con piccola distanza angolare, si cerca
di limitare il piu possibile la dimensione del disco cetdrdella figura di diffrazione. Il criterio di Rayleigh ci
dice che cio si puod ottenere aumentando il diametro detigel 0 diminuendo la lunghezza d’onda. E’ per questo
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In questo caso si puo misurare, in funzione del tempo, Segarazione (angolare)sia I'angolo
di posizione della stella secondaria rispetto alla prie#ie ricavare cosi 'orbita proiettata
sul piano del cielo (orbita apparente) di una stella attalialtra. Se la distanza del sistema
binario € nota, una volta misurato il periodo orbitale sbgtimare la somma delle masse usando
Eq. 5.42.
Bisogna pero tenere presente che I'angalo
n che noi misuriamo non coincide con la sepa-
aj razione vera, perché quest’'ultima dipende dal
piano dell’'orbita. Linclinazione dell’orbita
. binaria e definita dall’angolo fra la norma-
' ( le all’orbita e la direzione dell'osservatore (si
l veda Figura 5.7). Dalla Figura vediamo che la
Vi i 3 proiezione della velocita orbitale lungo la li-

Osservatore

nea di vista (la cosiddetteelocita radiale vy

vale
Vorb = ooa]-

Figura 5.7: Definizione delfangolo di Ir'CI'na'Trattiamo ora il caso particolare in cui il piano

oiditEre & perpendicolare alla linea di vista dell'oss¢ove. In questo caso possiamo applicare
direttamente Eq. 5.42 e ricavarci la somma delle masse

4P a3
Mi+Mo=— — 5.56
1+ M2 T2 G ( )
Per ricavare il rapporto tra le masse, bisogna invece misurenoti assoluti delle due stelle
rispetto alle stelle “fisse” cosi lontane da poter ignofdoeo moti propri. Otteniamo quindi

My a oad

Mz_al_ald_al
in cui a1 e a» sono le separazioni angolaridee la distanza delle stelle osservate. Per calcolare
gueste separazioni angolari € necessario determinaosizipne del centro di massa del sistema.
Questo punto puo essere localizzato considerando chehéiisistema binario e isolato, il CM
deve muoversi su una linea retta e questo permette di deléwrbite assolute delle due stelle e
quindiaj e as.
Anche nel caso di un’orbita inclinata il rapporto delle neassn dipende da Dipende, invece,
dai la somma delle masse. Infatti, chiamarijda proiezione dioj (dj = aj cosi), abbiamo

(5.57)

My a2 >

—= = = — 5.58
M2 ap ap ( )

che si cerca di costruire telescopi con il piu grande diampbssibile e che nei microscopi viene spesso usata
luce ultravioletta al posto della luce visibile. Un esemipiteressante e dato dall'occhio umano. La pupilla ha un
diametro, in condizioni di luminosita normale diurna, @tca 3 mm. Prendendo in esame luce con lunghezza d’onda
A =550 nm, risulta che la minima separazione angolare visizlEuomo & di 0224 x 103 radianti, pari a circa
46’. Ne segue che siamo in grado di distinguere due capelliiitidiametro di un capello & circa 7QAm) solo

fino ad una distanza di 30 cm circa.
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Invece per la somma delle masse abbiamo

3 3 =
M1+M2:4n2 (da) _4n2< d ) a

T2 G T2 \cosi) G (5.59)

G
dove abbiamo definitd = d7 + d> = a cos.
Per la stima dell'inclinazione orbitale biso-
gnatener presente che il fuoco dell’ellisse pro-
iettata non coincide con quello dell’ellisse os-
Biaticdal servata sul piano del cielo, che risulta avere
cielo una diversa eccentricita. Per esempio, nel caso
di un’orbita circolare inclinata, quando viene
| Fuocodellelisse  projettata sul piano del cielo, si ottiene un’or-
=" OiRANEIR bita apparente ellittica con la stella primaria
|_Proiezione del nel centro (e non nel fuoco. Vedi Figura 5.8).
vero fuoco S .
Poiché il CM deve essere il fuoco comune
Piano dell'othita  delle due orbite ellittiche individuali, uno si
Vera aspetterebbe di trovare il centro di massa in
uno dei due fuochi dell’ellisse proiettata, ma
cio non si verifica. Infatti il CM non resta in
guiete oppure non si muove di moto uniforme
Figura 5.8: Proiezione del piano orbitale. (Sistéma isolato) finché non si individua (per
tentativi) I'angolo giusto e si confronta I'orbi-
ta proiettata con dati sperimentali. Analoga-
mente, si puo calcolare I'inclinaziomémponendo come condizione che la stella primaria sia nel
fuoco dell’'orbita relativa “vera”. Cio non e vero per lloita proiettata sul piano del cielo.

“Yero fuoco

5.4 Binarie spettroscopiche

Si tratta di stelle doppie non risolte visualmente, ma lar@tura binaria pud essere messa in
evidenza dal loro moto orbitale, se le due stelle sono ahbaatvicine che la loro velocita
orbitale sia maggiore di circa 1 km/s. In tal caso negli spéitqueste sorgenti si possono
vedere righe spettrali che mostrano spostamenti periadifrequenza (o lunghezza d’onda).
Se entrambi gli spettri sono visibili, quando una stellawii@na e I'altra si allontana, le righe
raddoppiano (si veda Figura 5.9).

Gli spostamenti delle righe sono dovuti all’effetto Doppleer cui se la stella si muove rispetto
all'osservatore con velocita radiale < c, la radiazione emessa dalla sorgente con lunghezza
d’ondaAip a riposo viene vista dall’'osservatore con lunghezza d’ongdstale che

Aoss—Aip _ AN _ Vi (5.60)
Arip Aip C -

dalla quale possiamo ricavare
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Figura 5.9: Una binaria spettroscopica a doppia linea.

La misura dello spostamento per effetto Doppler in funzideetempo, fornisce quindi I'an-
damento della velocita radiale lungo il percorso delldlesteelle loro orbite. Un esempio di
variazioni div, durante un periodo orbital€ delle stelle rispetto al centro di massa € mostra-
to in Figura 5.10 per il sistema binario QW Gem (formato da sigdle di mass#i; = 0.44 e
M, = 1.31 masse solari e periodo orbitale di 0.358 giorni (Kreirteale2003.A&A 412, 465)).
Nel caso preso in considerazione si vedono entrambi glirsdetle stelle (in questo caso si parla
di binarie spettroscopiche a doppia linea), ma in altreagitoni questo puo non avvenire (binarie
spettroscopiche a singola linea). Si nota che le veloatie dlue stelle variano in anti-fase, con
una stella che si muove verso I'osservatore, mentre I'aitedlontana.
Come abbiamo visto (si veda Figura 5.7 ed Eq. 5.55), 'anzgielivi per la stellaj & data da

vl = waj sini (5.62)
dovea; € il raggio dell’orbita della stellg rispetto al centro di massa. Se si misurano entrambi
gli spettri, si ha:

i_a_ M (5.63)
2 oapa M

in cui, per semplificare la notazione, & stato definifo= v! e v, = v2. E’ quindi possibile

ottenere il rapporto tra le masse dal rapporto tra le vehactiali, senza bisogno di conoscere

I'inclinazionei dell’orbita.

Purtroppo, nel caso delle binarie spettroscopiche, nemdo di stimaré e, quindi, nemmeno

la somma delle masse attraverso la Eq. 5.56. Si pu0 perdranés

V1 + Vo = w(ag +ap) sini = wasini (5.64)

Ricavandoca dall’espressione precedente ed andandola a sostituirg.i&.&6 otteniamo

M, = L @ (e (itw)\ T 1
1= a wsini )\ sini 2 G

= = (5.65)

ovvero
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Figura 5.10: Velocita radiale di stelle appartenenti stesna binario QW Gem.

T (V]_ +V2)3
2nG

Per orbite ellittiche, la curva di; (rispetto alla fase) non € piu una sinusoide. Sfruttandestp

proprieta si puo calcolare I'eccentricita dell’orhita

Nel caso in cui si dispone dello spettro di una sola delle dekesper esempio la 1) perché la

secondaria e troppo debole oppure non emette in otticogaama stella di neutroni o un buco

nero che emettono in raggi X), Eq. 5.66 puo essere riscritta

vy My, i
1 le

2nG
dove abbiamo utilizzato Eqg. 5.63 per eliminare la dipendede/,. Semplificando otteniamo

(M1 4+ My) sindi = (5.66)

"
(M1 4 My) siri = (5.67)

. T (Mi+M\?
3: 1 2
(My+Mg) sin’i = o~ ( o ) v (5.68)
da cui
M3 5. T
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Eqg. 5.69 € nota comfeinzione di massae dipende dal periodo e dalla velocita radiale, altre che
dall'inclinazione dell’'orbita. Purtroppo, nel caso in adlov; € nota, non & possibile sfruttare
la Eqg. 5.63 per valutare il rapporid; /M,.

Eq. 5.69, se non si conosd&; o sini, puo servire per stimare un limite inferiore W,. Se
definiamoqg = M1 /M, allora

M:23 . 3. M2 . 3.
W SIN° I = (1+q)2 Sin~|I S M2
e quindi, da Eq. 5.69 abbiamo
My > LY (5.70)
~2nG ™t

Anche se si conoscong e Vv, hon € pero possibile determindvl + M2 senza avere una stima
dii. Questa la si pud dare assumendo un valor medio pér sin

(sini) ~ 0.42

In realta per essere una binaria spettroscopidave essere significatamente diverso da zero,
quindi un valore piu ragionevole

3., 2
(sirdi) ~ = (5.71)
3
Con questo valore si possono riscrivere le equazioni pextee calcolare le due masse con il

sistema

T

>
M2 2 5ravi
. (5.72)
T(V1+V2) 2
(Mi+M2) < ——-5 3

5.5 Binarie ad eclisse

Una binaria ad eclisse € una stella binaria in cui il piarimtale delle due stelle si trova cosi ben
allineato con la linea di vista dell’osservatore che le du@ponenti mostrano eclissi reciproche.
Le binarie ad eclisse sono anche stelle variabili (e defitedjjuariabili a eclisse), non perché le
singole stelle siano variabili, ma a causa delle eclisgsémpio piu famoso ¢ la stella Algg (
Persei), chiamata Istella del diavoladagli arabi, che con tutta probabilita avevano notato & su
variabilita.

La presenza di eclissi pu0 essere utilizzata per detemmina limite superiore all’angolo di
inclinazionei. Infatti, affinché si osservi un’eclisse € necessario(sheeda Figura 5.11)

Ri+R

cos < (5.73)
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- =

Figura 5.11: Binarie ad eclisse: limite sull’angolo di imelzione.
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Figura 5.12: Binarie ad eclisse: curva di luce per90° (eclisse totale).

doveR; e Ry sono i raggi delle due stelleaee la loro separazione.

La curva di luce di una binaria ad eclisse e caratterizzatagdesi intervalli di luminosita prati-
camente costante, con cadute periodiche di intensitacéss in cuii = 90° (eclisse totale) la
curva di luce del sistema ha la forma mostrata in Figura Svightre in Figura 5.13 vediamo la
curva di luce nel caso in cui 90° (in questo caso le eclissi sono parziali).

Assumendo il casb= 9(° & possibile calcolare la durata dell’eclisse totgjetenendo presente
che la velocita con cui si muove una stella dietro I'altep@rossimativamente data dalla velocita
relativa delle due stelle. Abbiamo quindi (si veda Figurk2).

2(R1—Ry)
tot=tc —tp= ————= 5.74
tot C b Vi + Vo ( )
in cui abbiamo assunt&; > R». Utilizzando Eq. 5.64 abbiamo che
(Ri—Ry) T
tot= ————— 5.75
ot = (5.75)
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Figura 5.13: Binarie ad eclisse: curva di luce per90 (eclisse parziale).

Analogamente, il tempo di variazione della luminositamalssimo al minimdyans€ dato da

2R, _R2T
V1—|-V2_ ma

Dalla misura diyansSi puo determinar®, se si conosce il periodo orbitalee la distanza del
sistema binario. Analogamente, ndgsi puo ricavardR; misuranddiot.

Un altro parametro interessante che si puo determinate ciaive di luce delle binarie ad eclisse
e il rapporto tra le temperature effettive delle due steAssumendo le stelle come emettitori
di corpo nero (brillanzé& = o T4, conT temperatura effettiva), si pud scrivere che la brillanza
guando entrambe sono visibili (e quindi non sovrappostegta da:

ttranSE tb - tc - (576)

B1i2 = k(4TTREFy + 4TIRS ) (5.77)

dovek e una costante che dipende dalla distanza (non ci intecessscerne il valore dato che
siamo interessati a dei rapporti). La brillanza quando $alprimaria, assunta piu fredda, e
visibile (minimo primario in Figura 5.12) &

Bp = k4TTRZ Fy (5.78)

In corrispondenza del minimo secondario (che rappresarddazione in cui la secondaria, piu
calda, e davanti alla primaria, piu fredda) si ha:

Bs = k (41TRZ — 4TtR3) F1 + K4TTRS > (5.79)

da cui

et B (%) -

Biio—Bs F1 \Ty

Nel caso in cui la primaria sia la stella piu calda, quingiikabrillante, quando € nascosta si vede
la sua brillanza (minimo secondario), mentre quando sot@e visibili si vede la somma.
Dal rapporto
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Bi.o _RIFL+RSF R <T2)4 (5.81)

Bs RRFR R
siricava il rapporto delle luminosita.
Ovviamente una relazione analoga si ottiene misurandori@zarani di magnitudine nei due
minimi. Se indichiamo comy e mp la magnitudine apparente nei due minimi, e ¢on, la
magnitudine apparente quando entrambe le stelle sonalvigtibiamo che

m—mMy2 = Mi—Mip
L L
= —2,5Iog—1:2,5logﬁ
Lit2 L1
ATRZOT + ANRS0 T,
_ 25log2 a0 h FATR0T, (5.82)

AnR20 T}

(3

dove siamo potuti passare da magnitudine apparanetemagnitudine assolutsl perché il
modulo di distanza delle due componenti e lo stesso. Inenaminaloga abbiamo che

1 (3) 589

Quindi se, ad esempio, le temperature effettive delle deleestonol; = 5000 K €T, = 12000 K,
allora il minimo primario corrispondera ad una variaziahenagnitudine di

= 2,5log

mp —my 2 =2,5log

12000\ 4
5000

m1—m1+2:2,5log[1+( ] ~ 3,8 mag

mentre il minimo secondario sara

mp —my, 2 =2,5log

5000\ 4

A questo punto possiamo fare alcune osservazioni:

1. Le binarie visuali hanno permesso, anche se in pochigaan@do sono vicine e la distanza
e nota), di ricavare la relazione tra massa e luminosit&oB8oscono circa 50000 binarie
visuali.

2. Di binarie spettroscopiche se ne conoscono circa 2000uidsi sono potute ricavare in-
formazioni utili relative la loro funzione di massa, assuaie@ che le inclinazioni dei si-
stemi, rispetto alla linea di vista, siano distribuite cswente. Queste misure, unite al-
l'informazione sul rapporto delle masse, hanno permesstiiare statisticamentd; e
Mo.
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Figura 5.14: Il moto apparente di Siria (Canis Majoris) e della sua compagna nel cielo.

3. Si visto che dalle binarie spettroscopiche a eclisse ssq@uo ricavare ulteriori proprieta,
come il rapporto tra le temperature, tra le luminositaaggio delle stelle e quindi, dalla
luminosita di corpo nero, la distanza. Si conoscono ci@Mbinarie a eclisse, ma pur-
troppo soltanto per il 10% di esse e stato possibile detearaile loro orbite e, di queste
ultime, solo per una minima frazione e stato possibile mieitgare tutte le proprieta di
interesse astrofisico.

5.6 Binarie astrometriche

Una binaria astrometrica & un sistema binario in cui stitana delle stelle componenti & visibi-
le. La posizione della stella visibile presenta un’oseitb@e dovuta all'influenza gravitazionale
della sua compagna.

Un esempio di binaria astrometrica e Sirio (si veda Figuia@} composta dalle due stelle Sirio
A e Sirio B. Sirio A mostra un periodo di 50 anni, noto sin da#48lagli studi di Bessel. Solo
nel 1862 I'astronomo inglese Alvan Clark scopri Sirio Bedisultd essere una nana bianca
(scoperta effettuata da Adams nel 1915).

5.7 Binarie X

Una binaria X & un sistema binario in cui almeno una dellesiekke emette nella banda dei raggi
X. Verranno discusse in dettaglio nella Parte 2 del corsoiedigjui ci occuperemo solamente
della parte astrometrica. Dato che il sistema emette in dadéy, X e ottico, potremmo misurare
due funzioni di massa
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M3 sirdi
fx(M) = —2— 5.84a
M2 sin®i
fo(M) = —X—— 5.84b
Dividendo membro a membro le Eqgs. 5.84 possiamo ottenermigwaa del rapporto delle masse
Mo)3 fx (M)
2 = 5.85
(Mx fo(M) (5.85)
Se indichiamo comlg = Mx /M, abbiamo che la funzione di massa X pu0 essere scritta come
My sir®i
fx(M) = —— 5.86
da cui possiamo ricavarci
q(1+9)?
Mx = ——— fx(M 5.87
x="cg &x(M) (5.87)

Ovviamente rimane una dipendenza dai sine deve essere ricavato in altri modi. Se la stella
che emette in raggi X € un pulsatore ¢ allora possibilévése il sistema binario. In questo caso
si trova che, in media, la massa della stella X &

Mx

1,2<—-=<18 (5.88)
Mg
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Capitolo 6

Accrescimento come Sorgente di Energia

6.1 Fontidi energia per sorgenti cosmiche di raggi X

Per i fisici del 19 secolo 'unica fonte di energia in grado di spiegare I'emaise da sorgenti
cosmiche erala gravita. Fu lo stesso Lord Kelvin a ricauartempo scale di durata della vita del
nostro Sole assumendo che la sua lumindsitdrenga prodotta da contrazione gravitazionale:
TKH = GM%/R@L@ ~ 3.10’ anni. Gia allora questo valore era troppo piccolo rispatt@ta
della stessa Terra. Nel 2@ecolo, con la scoperta delle reazioni nucleari, la fontendirgia del
nostro Sole e stata identificata con la reazione nucleafgs@ine di quattro atomi di Idrogeno
in un atomo di Elio (4H — Hej 4 2e™ + 2ve +ny). Questa reazione avviene inoltre al ritmo
“giusto”, producendo il giusto equilibrio tra forze di radione e forze gravitazionali.

Con lo sviluppo di tecniche di rivelazione in altre banddalspettro elettromagnetico, dal radio
ai raggi X ey, ci si e resi conto sia dell'esistenza di oggetti compaitéyisti teoricamente), sia
che la gravita ricopre un ruolo fondamentale per la prooieidi radiazione ad alta energia.

In particolare,l'accrescimentodi materia, cioe la conversione dell’energia cineticdaleha-
teria che viene accresciuta in radiazione elettromagaeéicstato riconosciuto come il motore
principale in grado di spiegare I'emissione per sistemitenanti oggetti compatti.

Possiamo dare una stima, per ordine di grandezza, deljjenprodotta per unita di massa nel
caso in cui la fonte sia energia gravitazionale

ABacc . (M, 10%erggt SN
m C (ﬁ) - { 10 ergg ! NB (6.1)
Se 'oggetto che accresce € una stella di neutroni (SNyraill, ~ 1M, e R, ~ 10 Km; per una
nana bianca (NB) avremo inveté. ~ 1M eR, ~ 10° cm.

Per confronto, I'energia prodotta per unita di massa psiofie nucleare (4}1—> Hé) e:

AE
e — 0.007¢ ~6-10%erg g2 (6.2)

Come vediamo, I'efficienza del processo di accrescimeritmzione deparametro di compat-
tezzaM /R.
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6.2 Il limite di Eddington

Per un dato valore del parametro di compattezza, la luntéasiun sistema la cui fonte prin-
cipale & I'accrescimento di massa dipendera dal tassoadéscimentdvl. Per alte luminosita

lo stesso tasso di accrescimento potrebbe essere cortrddlbBmomento della quantita di moto
(da ora in poi momento) trasferito dalla radiazione allaeriatche accresce attraverso processi
di scattering e assorbimento. Questo puo dar luogo ad umiadsita limite.

Si consideri il caso di accrescimergtazionarioed asimmetria sferica. Assumiamo inoltre che

la materia in accrescimenta composta principalmente da Idrogeno e sia completameat
ionizzata. Lo scattering Thomson dei fotdnavverra principalmente sugli elettroni, dato che

2

8 [ & 81 , 25

or=—|(—) =—=r3~67-10 ®cn?
73 <m02) 30

doverg = €/mc& ~ 2.8-10713 cm per un elettrone, misura la “dimensione” di una carica

puntiforme assumendo che tutta I'energia a riposo sia diregielettromagnetica.

Se indichiamo corsil flusso di energia (in unita di erg cnd sec'?) allora la forza dovuta alla

radiazione sara data da

Fad= o1 —
rad c

La forza elettrostatica di Coulomb tra elettroni e prot@sf che mentre la radiazione spinge gli
elettroni, questi ultimi strascinanocon loro anche i protoni. La forza di gravita agisce quindi
sul sistema elettrone-protone con forza

M +Me M
FgraV: G (n‘?z ) ~ G rrzrb

Se la luminosita (in unita di erg set) & L allora il flusso di energia saf®= L/4mr?, avendo
assunto simmetria sferica. Quindi una coppia elettrom¢ope sara soggetta alla forza

orL) 1
Frot = Fgrav— Frad = (GMnb_ ﬁ) 2

La luminosita limite, detta luminosita di Eddington, $iiene quando

GM M
Legq= 4mc 0 . 1.3. 1038 (M—

erg secl 6.3
- ) erg 63)

PerL > Lgqq la pressione di radiazione € maggiore della forza gramtee e quindi I'accre-
scimento viene interrotto.

Nel caso di accrescimentemn simmetricpose questo avviene su una fraziohdella superficie
della stella, allora il limite sardLgqq.

lQuando radiazione investe una particella carica, questa &ecelerata e quindi emettera radiazione a sua volta,
con la stessa frequenza della radiazione incidente nelrzaseelativistico
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Per processinon stazionari(vedi esplosioni di supernovad)qq pud essere superata di molti
ordini di grandezza.
Il limite di Eddington implica un limite sul tasso di accr@sentostazionario

(6.4)

Lace=G 2= = 1.3.10% Myg(M/M.)(10° cm/R.) erg sec’

MM N{ 1.3-10%M16(M/M;) (10 Km/R,)  erg sec?
R.

quindi

107 Stella Neutroni

/ < .
MlG‘Sta—{ 10° Nana Bianca

Nel caso di un buco nero si preferisce parametrizzare larlosiia di accrescimento in termini
dell’efficienzan di conversione dell’energia a riposo per unita di massadiazione

Lacc= "N Mc?
MM (6.5)

—2nG =2
TR

dove abbiamo usatR, = 2GM/c? come‘raggio” di un buco nero. Come abbiamo visto, per la
reazione di fusione nucleare 4H- Hej abbiamon = 0.007. Da osservazioni di AGN si stima
che per un buco nemp ~ 0.1, dello stesso ordine di grandezza@.15) di quella stimata per una
stella di neutroni, nonostante il parametro di compatteszaalquanto diverso.

6.3 Lo spettro di emissione

Diamo ora alcune stime, per ordine di grandezza, dellospéiemissione che ci aspettiamo da
un oggetto compatto in accrescimento di massa e vediampassébile ricavare informazioni sul
tipo di oggetto compatto dalla rivelazione del suo spefrefiniamo innanzi tutto tre temperature

Tp= Laco )7 o Lacc _ 4 (6.6b)
AnR20 ATIR2 b -
GM M (me + 3
nh:ﬁ:e%zzxéknh (6.6¢)

Nel caso di un mezzotticamente spesda radiazione raggiunge I'equilibrio termico con la
materia che accresg@ima che questa raggiunga l'osservatore, e quiigy~ Tp.

Nel caso di un mezzotticamente sottiléenergia di accrescimento e convertita direttamente in
energia elettromagnetica e raggiunge I'osservatore djdjgy =~ Tin.

Dato che un sistema non puo irradiare ad una temperatumrendtiT,, aviemo che
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T < Trad < Tin

valida se possiamo caratterizzare il sistema con una uarogdratura. Dalla definizione ab-
biamo che l'intervallo di emissione aspettato per una &tdll neutroni ed una nana bianca

e

lkev <
6eVvV <

78

hv
hv

<
<

50 MeV Stella Neutroni
100 keV Nana Bianca
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Capitolo 7

Elementi di Dinamica dei Gas

7.1 Dinamica dei gas

Tutta la materia che viene accresciuta si trova nello stagiasl, cioe le sue particelle (elettroni
liberi piu varie specie di ioni) interagiscono direttanteesolamente per collisionj invece che
attraverso forze a “corto raggio”.

Una particella percorrera una certa distanza, didtéaso cammino medid, prima di cambiare il
suo stato a causa di una collisione con un’altra partic8kail gas e sufficientemente uniforme su
lunghezze-scala dell'ordine alcune volte il libero camoimedio, I'effetto delle collisioni sara
quello di rendere casuali (“randomizzare”) le velocitdlel@articelle attorno ad una velocita
media, che chiameremo velocita del gas

Se ci poniamo nel sistema di riferimento che si muove a vilagile particelle avranno una
distribuzione delle velocita di Maxwell-Boltzmann e pose essere descritte da una temperatura
T. Se siamo interessati a lunghezze-st¢ata A, possiamo considerare il gas comeflndo,
caratterizzato da una velocita temperaturd e densitg in ogni punto.

Possiamo quindi studiare il comportamento di queste véirialdunzione della posizione e del
tempo imponendo le leggi di conservazione della massa, delanto e dell’energia. Questo e
il dominio di studio della dinamica dei gas.

Se vogliamo tenere in conto le interazioni tra particell®ra dobbiamo considerare la fisica dei
plasmi (o meglio la teoria cinetica dei plasmi).

Se dalla risoluzione delle equazioni troviamo che si harraadj variazioni dei parametri su lun-
ghezze scala comparabili con il libero cammino medio dedieigelle, allora I'approssimazione
a fluido non e piu valida e dobbiamo utilizzare la teoriaetica dei plasmi.

7.2 Le equazioni della dinamica dei gas

Ricaviamoci ora le equazioni che governano la dinamica djas partendo dalle tre leggi di
conservazione. Avremo inoltre bisogno, per descriveregietamente il flusso del gas, di una
equazione di stato e di una appropriata scelta delle candial contorno.
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[0 Conservazione della massa (equazione di continaif

ap B
—¢ t0-(pv)=0 (7.1)

0 Equazione di stato

A causa del moto termico delle sue particelle, il gas e taniazato da una pressiofe
in ogni punto. L'equazione di stato mette in relazione qa@sessione con la densita e la
temperatura del gas. | gas “astrofisici” obbediscono afjgéedei gas perfetti

P= % (7.2)
H

dovemy ~ m, € la massa dell’atomo di Idrogenotee il peso molecolare medio, che &
la massa media, per particella di gas, misurata in unitadi Quindi u = 1 per I'ldroge-
no neutro, ¥2 per Idrogeno ionizzato, e qualcosa nel mezzo per una raiskigjas con
abbondanze cosmiche, dipendente dal grado di ionizzazione

Conservazione del momento

Gradienti nella pressione del gas implicano forze, datod#ieanomento viene trasferito.
Indichiamo conf la densita (forza per unita di volume) di ogni altro tipofdize agenti
sul sistema e non dovute a gradienti di pressione. La coaz@mne del momento (detta
ancheequazione di Eulerg ha allora la forma

17}
pd—f+pv-mv:—mp+f (7.3)
Il termine pv - Ov rappresenta la conservazione del momento attraversodbflaicausa
del gradiente di velocita. La presenza di questo termigeifita che sono possibili moti
stazionari anche nel caso in aliw/dt = 0 mawv # 0.

Un esempio di forza esterna e la gravifa= —pg. Un altro esempio ¢ la forza dovuta ad
un campo magnetico esterno.

Un altro esempio importante di forza esterna e la visepsitie e il trasferimento di
momento lungo gradienti di velocita a causa di moti turhtile moti termici.

Conservazione dell’energia

Un elemento di gas possiede due forme di energia: energgtican(per unita di volume)
%pv2 ed energia interna (termicgk, doveg, I'energia interna per unita di massa, dipende
dalla temperatura del gas. Per il teorema di equipartizadeléenergia, ad ogni grado
di liberta della particella del gas € assegnata una a\engidia%kT. Per un gas mono-
atomico, gli unici gradi di liberta sono i tre traslazion& quindi
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3 kT
£= E—I«lmH (7.4)

Se il gas e formato da molecole, vi saranno ulteriori gratibérta dovuti alla rotazione e
vibrazione molecolari.

L'equazione di conservazione dell’energia ha dunque laéor

% <%pv2+ps) +0- K:—szszrpeJrP) v] =fv-0U Fa—U-q (7.5)

Il membro a sinistra ci ricorda I'equazione di continuitign (%pv2+ p€) la quantita
conservata. Il termine contenerReappresenta il lavoro dovuto alla pressione.

Nel membro di destra compaiono due nuove quantita: il vetlasso radiativaFiaq ed |l
vettore flusso di calore per conduzioge

Per definire queste quantita € necessario introdurreritetio di trasporto radiativo e
trovare le equazioni che lo governano.

7.3 Trasporto radiativo: Introduzione

Per definire il flusso radiativo introduciamo la grandezzecdiche ne € alla base, latensiti
specifica }, la quale fornisce il flusso di energtE per unita di tempo, per unita di area, per
unita di angolo solido, per unita di frequenza in una doeen nel puntor che attraversa I'unita
di area perpendicolareraal tempot. Quindi (si veda Figura 7.1)

dE =1,dAcosfdvdQdt
Integrando sull’angolo solido si ottiene il flusso specifigg cioe il tasso netto a cui I'energia
attraversa l'unita di area indipendentemente dalla posée
F :/IV cosfdQ

Si noti che sd,, & un campo di radiazione isotropo (cioe indipendentéataiblo 6), allora il
flusso specifico & zero, dato clieos8dQ = 0. In altre parole, tanta energia attraverso l'unita
di areadA nella direzionen cosi come nella direzionen.

Il flusso specifico integrato su di una area che racchiudergeste ci fornisce la luminosita
specifica

LV:/FVdA

Integrando in frequenza si ottengono il flusso e la lumigosiQuindi, ritornando alla nostra
equazione di conservazione dell’energia (7.5)
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Normal

Figura 7.1: Geometria per raggi incidenti formanti un ag@lcon la normalen all’'unita di
areadA

Flog= /dv /dinv(n,r) (7.6)

Il termine —[J- Fi44 Ci fornisce il tasso a cui I'energia viene emessa (energjatne) o assorbita
(energia positiva) per unita di volume del gas.

La intensita specificd, € governata da una ulteriore equazione, che altro non dachen-
servazione dell’energia per il campo radiativo, e prendeoiine diequazione del trasporto
radiativo.

La equazione del trasporto radiativo, nel casdipendente dal tempo, pud essere scritta nella
forma

n Uy =—uyly+jy

. 7.7
=—Kyply+jv 7.7

dovep, e il coefficiente di assorbimentg, il coefficiente di emissione (energia emessa per unita
di tempo, per unita di angolo solido, per unita di volumédiirezionen), ed abbiamo introdotto la
guantitak,,, detta opacita specifica e definita copne= k,p. Questi coefficienti dipendono dal
tipo di processi che avvengono nel mezzo, che a loro volterdipno dal campo di radiazione.
Se introduciamo la funzionsorgente $= j, /v, e laprofondit otticat, lungo un cammino

r = r(s) dalla sorgente all'osservatore
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allora possiamo riscrivere I'equazione del trasporto

dly

Se ilcampo di radiazioneorrisponde ad uno stato di equilibrio termico ad una datgptratura
T, allora sappiamo chle = B, (T), la funzione di Planck (corpo nero). Dato diyenon dipende
dalla posizione (e quindi dalla profondita ottica), alérmembro di destra e nullo e quindi

2mv? hv
c? exphv/kT)—1

indipendentemente dal meccanismo di radiazione.
Se ilmezz@uo essere caratterizzato da una temperaty@oe I'emissione e termica), allora

Sy =1y =By(T) (7.10)

=Y —B,(T) (7.11)

che non e altro che la legge di Kirchhoff.

Se gli stati della materia che contribuiscono all’emissied all’assorbimento sono popolati con
una distribuzione di Boltzmann (cidé(E) [ exp(—E/kT)) ad una certa temperatuig ma il
campo di radiazion@on & in equilibrio con la materia, allora il mezzo & detto @osi in uno
stato diequilibrio termodinamico locale

Una condizione necessaria affinché lo spettro emessarsigctee che la profondita ottic, —

. In questo caso diciamo che il mezzoticamente spess&er contro, in un mezzo otticamente
spessd, = S, (ma nonB,,, a meno che non siamo in equilibrio termodinamico locale).
All'altro estremo, ser, — 0 possiamo trascurare I'assorbimento nell’equazione rdspbrto
radiativo e quindi Equazione 7.7 si riduce a

Iv:/jvds (7.12)

Un tale mezzo e dettotticamente sottile
Infine, seS, = 0, abbiamo un mezzo puramente assorbente. L'equazioneadplotto (7.9)
diventa quindi

dly |

dr, '
Nel caso di una stella, o ogni altro mezzo otticamente spéssbato della materia pud essere
caratterizzato localmente da una temperafuche varia lentamente con la posizione (cioé ab-
biamo un equilibrio termico localmente, un caso speciabxdilibrio termodinamico locale). In
guesta approssimazione, I'equazione del trasporto &alguite a

= ly =1,(0)exp(—1y) (7.13)

At dBy(T)

Fv= C3kyp dr

(7.14)

che se viene integrata in frequenza diventa
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_ ¢ d -4
F = 3epar@™ (7.15)

dovekg € laopacita media di Rosselandefinita come

1 0B,
1 /K_vaTdV

dv

KR N dBV
oT

ed abbiamo usato la relaziorid@, dv = (ac/4mT* = (a/m) T4,

Ritorniamo ora alla nostra equazione di conservazionéemeigia (7.5), ed in particolare alla
discussione sul termine - Froq. Nel caso di un mezzo otticamente sottile (radiazione puo
uscire dal mezzo senza interazioni) abbiamo visto che

Nel caso di un mezzo otticamente spesso, allggg € data dalla approssimazione di Rosseland
(7.15)

160

30T
3KRrP

Frad =

La seconda nuova quantita introdotta nell’equazione diseovazione dell’energia € il flusso
di calore dovuto a conduziong Questo misura il tasso a cui moti disordinati (principatme
te dovuti ad elettroni) trasportano energia termica nel gaguindi riducono le differenze di
temperatura (termalizzano).

Il sistema di equazioni di conservazione, piu I'equazidnstato, I'equazione del trasporto, e
una descrizione delle quantifae g permettono, in linea di principio, una descrizione comgplet
del comportamento del gas date opportune condizioni abcoat

Ovviamente, tutte le soluzioni conosciute corrispondorgasi particolari o soluzioni appros-
simate. Quello che tratteremo ora sono alcune sempliciinasii la soluzione puo dare utili
informazioni per casi piu complessi.

7.4 Flussi stazionari adiabatici ed isotermici

Prima di tutto consideriamo un flusstazionariq per cui tutte le derivate rispetto al tempo siano
nulle. Assumiamo poi che non via siano perdite di energratso radiazioneH,q = 0) e non

vi sia conduzione termicay(= 0) in Eq. 7.5.

Le nostre tre leggi di conservazione della massa, momenémedia diventano
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0-(pv) =0 (7.16a)
p(v-Ov=—-0OP+f (7.16b)
0. [(%pv2+p£+P) 'u} —f-v (7.16¢)

Sostituendo la prima equazione nella terza otteniamo

1 P
pv-D(§v2+£+E):f-'u (7.17)

Moltiplicando scalarmente Eq. 7.16b peptteniamo

1
frv=pv(v-0)v+ov-0P=pv (EVZ) +v-0P
Quindi, eliminandaof - v dalla Eq. 7.17 otteniamo

pv-0O(e+P/p)=v-0P
ed espandendd(P/p) e fattorizzando

v-[Oe+PO(1/p)]=0
Questa relazione implica, dalla definizione dell'operatgradiente, che se viaggiamo lungo una
linea di flusso di gas, cioé seguiamo la veloeitder gli incrementde ed(1/p) in € e 1/p deve
valere la relazione
de+Pd(1/p)=0
Ma dalla definizione dg (7.4) e dalla legge dei gas perfetti (7.2) questo equivale a

3 1
54T +pTd (5) ~=0

che ha come soluzione

p~1T%2 = costante

che puo essere scritta in termini della pressione (usdadodzione di stato (7.2)) come

Pp /3 = costante (7.18)

Equazione 7.18 descrive il cosiddettosso adiabatico
Benché abbiamo dimostrato cRe /3 & costante su una linea di flusso, in molti casi si assume
che questa costante sia la stessa per ogni linea di fluss@slel@uesto € equivalente a porre
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'entropia del gas costante. Questi flussi vengono dettentropici Si noti come i termini
adiabatici e isoentropici vengono spesso intercambiati.

Se il gas non & mono-atomico, e quindi il coefficiente dell@rgia interna non € 32, aviemmo
ottenuto lo stesso un risultato come in Eq. 7.18, ma con uoresge diverso pg:

Pp~Y = costante (7.19)

L'equazione 7.19 e detigolitropicae y € dettoindice politropica Esso e uguale al rapporto dei
calori specifici del gas.

Un altro importante caso speciale di flusso si ottiene assdmehe la temperatuiiasia costante
in tutta la regione di interesse. Questo tipo di flusso viestodsotermicoed e equivalente a
postulare I'esistenza di un qualche processo fisico cheengatcostant€. In altre parole, I'e-
guazione di conservazione dell’energia viene sostituatiadelazionel = costante. Utilizzando
I'equazione di stato, questa relazione corrisponde a

Pp~! = costante

che ha la stessa forma di Eq. 7.19 goa 1.

7.5 Onde sonore

Una importante classe di soluzioni del nostro sistema dagigumi del gas corrisponde al caso di
equilibrio idrostatica In questo caso, oltre ad imporre un flusso stazionario sdiaza di perdite

di radiazione, imponiamo che = 0. In questo caso la legge di conservazione del momento
Eq. 7.16b siriduce a

OP=f

Soluzioni di questo tipo sono appropriate ad atmosferéastéd planetarie) in equilibrio radia-
tivo.

Assumiamo che abbiamo una soluzione infe@ip sono certe funzioni della posizion@, e po,

e consideriamo piccole perturbazioni attorno ad essa. \8ralg

/

P=R+F, p=potp', v=v

dove tutte le quantita primate sono piccole, cosi possigascurare prodotti di ordine superiore
al secondo. Assumiamo inoltre che le perturbazioni siamabatiche (o isotermiche). Percio

P+P =K(p+p")Y (7.20)

dovey = 5/3 nel caso adiabatico g= 1 nel caso isotermico. Linearizzando I'equazione di
continuita (7.1) e di Eulero (7.3), ed usando il fatto ¢i& = f, abbiamo che
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/
%8 v =0 (7.21)
ov 1__,
ot o P =0 (7.22)

Dato cheP e una funzione solamenteglj alloral0P’ = (dP/dp)o]p’, dove il pedice 0 significa
che la derivata deve essere valutata per la soluzione diileipii cioé (dP/dp)o = dRy/dpo.
Quindi Eq. 7.22 diventa

v’ 1 [/dP
4+ (==) op=0 7.23
gt po (dp>o P (7:29)
Eliminandov’ da (7.23) e (7.21) applicando gli operatbFie d/dt e poi sottraendo, otteniamo
02 /
m‘; — 22’ (7.24)
dove abbiamo definito
dP) 12
(dp 0 (7:29)

L'equazione 7.24 non e altro chedguazione d’ondacon onda che si propaga a veloaita Si
puo fare vedere che anche le altre variaBile v’ ubbidiscono a simili equazioni.

Questo implica che piccole perturbazioni attorno all’diguo idrostatico si propagano attraver-
so il gas come onde sonore con velociaDalle Eqg. 7.20 e 7.25 vediamo come la velocita del
suono possa avere due valori

5P 1/2 5kT 1\ /2
; ; ad _ [ 2T _ 1/3
adiabaticorg (3p) <—3umH ) Op (7.26a)
_ 1/2 1/2
isotermico:cs® = (E) = (k—T) (7.26b)
p Hmy

Le velocita del suonaz"g‘d e cisSo sono quantita che possono essere definite localmente in ogn
punto del gas. Entrambe sono dello stesso ordine di graadkegta velocita termica media degli
ioni del gas. Da un punto di vista numerico abbiamo che

T \ V2

Dato checs € la velocita a cui le perturbazioni in pressione attramap il gas, questa limita la
rapidita con cui il gas risponde a variazioni di pressioRer esempio, se la pressione in una

M.Orlandini 87



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

parte di una regione del gas di dimensione caratteristteanbia improvvisamente, altre parti di
questa regione non possono rispondere fino a quando nos&pas tempo dell’ordink/c, il
tempo di attraversamento del suono.

D’altro canto, se la pressione in una parte della regiondtasu un tempo-scala molto maggiore
dil/cs, il gas ha tutto il tempo di rispondere alla sollecitaziodd gradiente di pressione rimarra
piccolo.

Quindi, se consideriamitussi supersonicdove il gas si muove co| > ¢, il gas non riesce a
rispondere su tempi scald|v| < | /cs, e quindi gradienti di pressione hanno effetti trascurabil
sul flusso. All'altro estremo, pdlussi subsonigcicaratterizzati déw| < ¢, il gas riesce a rispon-
dere a cambiamenti in pressione quindi, in prima approssona, si comporta come se fosse in
equilibrio idrostatico.

Queste proprieta si possono ricavare direttamente danedesigper ordine di grandezza dell’e-
guazione di Eulero. Infatti, per un flusso supersonico ahbiahe

2 2
po-Djol /L,
0P P/pl  c3

e quindi, in prima approssimazione, i gradienti di pressipnssono essere trascurati.
Una importante proprieta della velocita del suono e & dipendenza dalla densita (Eq. 7.26a).
Questo significa che regioni di densita superiore alla medranno anche velocita del suono
superiori alla media, il che comporta la possibilita di@@nde d’urto (shock waves)
In uno shock le grandezze che descrivono il fluido cambianarsghezze scala dell'ordine del
libero cammino medio, e questo comporta aiecontinuit nel fluido.

7.6 Accrescimento stazionario a simmetria sferica

Ora che abbiamo tutto I'apparato matematico a disposiziponssiamo attaccare il problema
reale di accrescimento di massa. Si consideri una stellaadsavl che accresce, con simmetria
sferica, da una grande nube di gas. Questa € una buona sippae®ne di una stella isolata che
accresce dal mezzo interstellare, sempre che si possacartaae il momento angolare, il campo
magnetico ed il moto collettivo del gas rispetto alla stella _

In primo luogo, ci aspettiamo di poter determinare il tassaatrescimento stazionarMd (in
unita di g sec?) sulla stella date le condizioni ambientali (dengité) e temperaturd («)) per
parti della nube di gas lontane dalla stella, e date delldizayni al contorno sulla sua superficie.
Secondo, tenteremo di comprendere fino a che distanza laeninleenzata dalla presenza della
stella che accresce.

Innanzi tutto usiamo un sistema di coordinate polari sfexic, 6, ¢) con origine al centro della
stella. Avendo assunto simmetria sferica, tutte le valiiabno indipendenti d& e ¢. Inoltre la
velocita del gas ha solamente la componente radjatev. Dato che consideriamo materia che
cade sulla stella (accrescimentogara negativa, mentke> 0 corrispondera a vento stellare.
Per un flusso stazionario I'equazione di continuita digent

d
> a(rzpv) =0 (7.28)
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dove abbiamo usato I'espressione standard per la diveagarzordinate sferiche. Questo ha
come soluzione?pv = costante. Dato chp(—v) & il flusso di materia che cade, la costante
deve essere in relazione con in tasso di accrescimenta(aedtl. Poiche abbiamo a che fare
con una superficie di una sfera avremo che

Arr?p(—v) =M (7.29)

Nell’equazione di Eulero, I'unico contributo alla forzaesaf € dato dalla gravita, e questa ha
solamente la componente radiale

quindi la conservazione del momento diventa

dv. 1dP GM _

Utilizziamo infine I'equazione di stato politropica
P=Kp (7.31)

al posto della legge di conservazione dell’energia. Quagiermette di trattare simultaneamente
sia accrescimento adiabatiop=£ 5/3) che quello isotermico/f= 1). Dopo che avremo trovato
la soluzione dovremo vedere se I'assunzione adiabaticatermica sia giustificata andando ad
indagare i processi di riscaldamento e raffreddamento ael g

Per esempio, I'approssimazione adiabatica sara validaesepi-scala su cui il gas si scalda o
raffredda sono lunghi rispetto al tempo che impiega un efegméel gas a cadere sulla stella. In
realta né I'accrescimento adiabatico né quello isoteoraono valide approssimazioni, per culi Ci
aspetteremo & y < 5/3.

Una volta determinatP(r) e p(r), utilizzando I'equazione di stato possiamo ricavarci lape-
raturaT

T— umy P
pk
Il nostro problema si riduce quindi nell’integrazione detjuazione 7.30 con l'aiuto di (7.31) e
(7.29) e quindi nell'identificazione dell’'unica soluzionke corrisponde al nostro problema di
accrescimento.
Prima di integrare 'Equazione 7.30 vediamo come sia pdssattenere importanti informazioni
senza una integrazione esplicita. Dato che

(7.32)

dp_dPdp _ ,dp

dr dp dr  ®dr
allora, il terming(1/p)(dP/dr) nell’equazione di Eulero (7.30) pud essere scritto cécdgp) (dp/dr).
Ma dalla equazione di continuita (7.28) abbiamo che
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Quindi Equazione 7.30 diventa

dv. ¢2 d , GM
Vm‘wa“’”*r—z—o

che, con un po di algebra, puo essere riscritta nella forma

1 2\ d GM 2¢2r
:(1-3) &= - (5| 733

A prima vista sembra che le cose siano diventate molto pigpticate, dato ches € in generale
una funzione dr. Pero l'interpretazione fisica @i come la velocita del suono nel gas, insieme
alla struttura del’Equazione 7.33, in cui i fattori di esutnbi i membri possono (in linea di prin-
cipio) diventare nulli, ci permette di classificare le padssoluzioni di (7.33) in classi distinte

e di trovare I'unica corrispondente al nostro problema.

In primo luogo, possiamo notare come a grande distanzastella il fattore]1— (2¢2r /GM)] nel
membro di destra deve diventare negativo, datoaZr@pprossima un qualche valore asintotico
finito c2(e), dipendente dalla temperatura del gas lontano dalla stetbatrer aumenta senza
alcun limite. Questo significa che per gramdi membro di destra di (7.33) € positivo.

Nel membro di sinistra, il fattore(v?) /dr deve essere negativo, dato che vogliamo che il gas si
trovi a riposo a grandi distanze dalla stella, e che accalerano a mano che si avvicina.

Questi due requisiti sono compatibili tra loro solamentepee grandir il flusso del gas e
subsonico, cioe

V2 < c? per grandir (7.34)

Questo e ovviamente un risultato molto ragionevole damitiyas avra una temperatura non
nulla, e quindi una velocita del suono non nulla, a gransiiadize dalla stella.

Mentre il gas si avvicina alla stella, decresce ed il fattorél — (2¢3r/GM)] deve tendere ad
aumentare. Alla fine esso si annullerd, a meno che non sitromodo di aumentare? riscal-
dando il gas. Questo pero € molto improbabile, dato chatibfe si annulla ad una distanza
data da

_ GM s (T 1/ M
rs_m_ZS-lOl (1o4|<) (M—@) cm (7.35)

dove abbiamo usato (7.27) per introdurre la temperaturarditie di grandezza dis € molto
maggiore del raggi®, di ogni oggetto compattdy, < 10° cm).

Una simile analisi dei segni nel’lEquazione 7.33 pet rs mostra che il flusso deve essere
supersonico vicino alla stella:

V2 > c2 per piccolir (7.36)
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Questa discussione mostra come il problema che stiamaritiitnon sia matematicamente ben
posto se diamo solamente le condizioni all'infinito. Infathecessario specificare anche le con-
dizioni sulla o vicino la superficie della stella. Vedrem@démponendo la condizione (7.36) ot-
terremo solamente una soluzione al nostro problema (swieaiel Tipo 1). Senza lI'imposizione
(7.36) ci sarebbe anche un’altra possibile soluzione (oo B).

L'esistenza di un puntos che soddisfi I'Equazione 7.35 e di enorme importanza nellate
terizzazione del flusso di accrescimento. Infatti, da untguin vista matematico, il fatto che
perr =rgs il membro di destra di (7.33) si annulli implica che anche #@mbro di destra deve
annullarsi per =rs. Questo significa che devono valere le relazioni

VV=c2  perr=rs (7.37)
oppure (non necessariamente contemporaneamente)

%(\g) =0 perr=rs (7.38)

Tutte le soluzioni di (7.33) possono ora essere classifioatermini del loro comportamento a
I = rg, dato dalle condizioni (7.37) o (7.38), insieme con il loenportamento per grandi
come (7.34). Questo & molto semplice da vedere se grafichidm)/c3(r) = .#? in funzione
di r (vedi Figura 7.1), da cui e chiaro che esistono sei disfant@glie di soluzioni

Tipo 1: V2(rs) =c3(rs) V2 — 0 perr — o
(V< r>rs V>c2 r<ry)

Tipo 2: V2(rs) =c3(rs) V2 —O0perr -0
(V>C2, r>rs V2<C3 r>rg)

Tipo 3: VA(rs) < ¢3(rs) dappertutto %(vz) — 0 perr =rg

Tipo 4: V(rs) > c3(rs) dappertutto %(vz) — 0 perr =rg

Tipo 5: %(vz) = o0 perv? = c3(rs); r > rssempre
e 90 2 _ 2(r)-
Tipo 6: a(v ) = oo perv- = c5(rs); r <rssempre

Esiste solamente una soluzione del Tipo 1 e Tipo 2: questeisol sono dettéransonichein
guanto rappresentano la transizione tra un flusso subsadian flusso supersonico. Soluzioni di
Tipo 3 e Tipo 4 rappresentano un flusso che & ovunque sulmsesigpersonico, rispettivamente.
Soluzioni di Tipo 5 e Tipo 6 non ammettono tutti i valorirde per ogni valore di esistono due
possibili valori div2. Per questi motivi escludiamo questo tipo di soluzioni ditro problema.
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Figura 7.2: Numero di Mach al quadratad’® = v2(r) /c3(r) in funzione della distanze/rs per

un flusso di gas adiabatico, in accrescimento a simmetriecafenel campo gravitazionale di
una stella. Nel case < 0 abbiamo flussi in accrescimento, mentre per 0 abbiamo venti o
“brezze” stellari. Le due soluzioni transoniche di Tipo 1ipd2, indicate da una linea spessa,
dividono le rimanenti soluzioni in famiglie, come desaittel testo.
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Soluzioni di Tipo 2 e Tipo 4 sono da escludersi perché sopesoniche per grandi in vio-
lazione alla condizione (7.34), mentre il Tipo 3 & subsarper piccolir, violando quindi la
condizione (7.36).
Una soluzione di Tipo 2 con > 0 descrive un vento stellare (si noti che (7.33) non cambia
perv — —v). Soluzioni di Tipo 3 corv > 0 rappresentano la cosiddetta “brezza stellare”, in
cui il flusso & ovunque subsonico. 8e< 0 allora abbiamo una atmosfera che sta lentamente
decadendo.
Ci e quindirimasta la soluzione di Tipo 1: questa possiatte te proprieta che abbiamo richiesto
ed & l'unica soluzione del nostro problema. La condizidnguato sonico (7.37) ci permettera
di collegare il tasso di accrescimeriébcon la condizione all'infinito.
Una volta risolto il problema della unicita della soluz&rnintegriamo I'Equazione 7.30 utiliz-
zando I'equazione di stato politropica (7.31) per passane ap:

V2 dP GM

— + | — — —— = costante

2 P r

Dalla Eq. 7.31 abbiamo chaP = KypY~1dp, quindi pery # 1 otteniamo

v, Ky y1 GM

> + V=1 = costante
Dato perd ch& ypY~1 = yP/p = ¢ otteniamo il cosiddettitegrale di Bernoulli
2 ¢  GM
VE - y_s 1~ — — costante (7.39)

Nel caso di un flusso isotermicg £ 1) si ottiene un integrale logaritmico. Per la proprietécfis
della nostra soluzione (Tipo 1) dobbiamo avere ghe- 0 perr — o, quindi la costante in
(7.39) deve esser(w)/(y— 1), dovecs(w) & la velocita del suono nel gas a grande distanza
dalla stella. La condizione al punto sonico (7.35) metteelazionec? () conc?(rs)

c5(rs) [}iji —2} _ G()

che puo essere riscritta come

1/2
Cs(rs) = Cs() <5_—23y) (7.40)

Riprendendo I'equazione di continuita (7.29) abbiamo che

M = 4rr?p(—v) = 41r3p(rs)cs(rs) (7.41)
dato cheM & indipendente da. Usando il fatto che? 0 p¥~1, abbiamo che

cs<rs>r/<y—”

P9 = p(e) | 20
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Mettendo questa relazione, insieme alla (7.41) nella j7o#@niamo la relazione tra il tasso di
accrescimentd e le condizioni all’infinito:

_ (5-3y)/2(y-1)
M — ne2m2PL) { 2 } (7.42)

c§(c0) [5—3y

Si noti come la dipendenza gesia molto debole: infatti il fattoré2/ (5 — 3y)](5-3v)/2v-1) varia
tra 1 pery=5/3 ae®2~ 4.5 pery = 1. Per un valore tipico di = 1.4 il fattore vale 2.5.
L'equazione 7.42 ci dice che e difficile che I'accrescinmedal mezzo interstellare sia un feno-
meno osservabile. Infatti peg(w) = 10 Km sec?!, p(e) = 10724 g cm3, corrispondenti ad
una temperatura di 1R ed una densita numerica di 1 particella pecabbiamo

M~ 1.4.10M <ﬂ)2( p(e) ) ( C5(*) )3 gsecl  (7.43)

Mo, 10-24gcm3/ \ 10 Km sec?

La luminosita di accrescimento in questo caso sarebbe i erg sec?!, che ad una distanza
tipica di 1 kpc corrisponde ad un flusso troppo basso peressservabile.

Vediamo ora di completare la soluzione scrivendo tutte langjta in funzione dr. In primo
luogo, possiamo ricavargr) in termini dics(r) dalla (7.41)

M M Cs(e0) 2/(y-1)
V)= 2m2o(r) = am2p(e) [csm }

Sostituendo questa relazione nell’integrale di BernquliB9) otteniamo una relazione algebrica

percs(r), da cui poi ci si pud ricavare(r) e p(r). In pratica perd questa equazione puo essere

risolta soltanto numericamente. Un andamento generdke stilizione pud pero essere ricavato

studiando l'integrale di Bernoulli. Per grandi distanzédiza gravitazionale della stella e debole

e tutte le quantita avranno i loro valori “ambientalpi(o), cs(e) e v ~ 0). Mano a mano che ci

si avvicina alla stella, la velocita del flusso del gas auadéno a quande-v raggiungecs(),

la velocita del suono all'infinito. L'unico termine in (A3 capace di bilanciare questo aumento

e il termine gravitazional&M/r.

Dato checs(r) non & molto piu grande di(), questo deve accadere ad una distanza

2GM M\ /10*K
F~raee=—>5~310% ( — ) ( =—) cm 7.44

" e () (7) (749
In questo punt(r) e cs(r) iniziano ad aumentare al di sopra dei valori ambientali. &hi
sonicor = rs il flusso diventa supersonico ed il gas & in caduta liberattia relaziones? > c2
sostituita nell'integrale di Bernoulli diventa

2GM

L'equazione di continuita ci permette di scrivere

rs\3/2
—S) perr <rs

p:/J(rs)(r
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Infine possiamo, in linea di principio, ottenere la temparatusando I'equazione di stato poli-
tropica

T ~T(rs) (%)S(V b/
Si noti pero che 'aumento di al diminuire dir predetto da questa equazione & probabilmente
non realistico.

Il raggio racc definito dall’Equazione 7.44 ha una semplice interpretazicad un dato raggio

il rapporto tra I'energia interna (termica) e I'energia dghme gravitazionale di un elemento di
gas di massm e

Energia termica }mgz(r) ( r ) r orr >t
Energia gravitazionale \ 2 GMm lacc PEIT £ Face

dato checs(r) ~ cs() perr > race Quindi, perr > ryccla forza gravitazionale della stella non
influenza il gas. La distanzacc viene dettaaggio di accrescimento

Sinoticome larelazione (7.42) che fornisce il tasso diesomento in funzione delle condizioni
all'infinito puo essere scritta come

perr <rs

M ~ T3 Cs(0) p (o) (7.45)

Ricapitoliamo le conclusioni a cui siamo pervenuti stud@ail caso (particolare) di accresci-
mento stazionario a simmetria sferica:

0 Il tasso di accrescimento stazionaib & determinato dalle condizioni “ambientali” al-
I'infinito (Equazione 7.42) e da una condizione al contorad ¢sempio (7.36)). L'accre-
scimento diretto dal mezzo interstellare da parte di stilieeutroni isolate comporta un
valore diM troppo piccolo per avere conseguenze osservabili.

O 1l comportamento del gas subisce l'influenza della forzarigmaionale solamente all’in-
terno del raggio di accrescimentg.c

0 Un flusso di accrescimento stazionario ddrmaggiore o uguale al valore dato da (7.42)
devepossedere un punto sonico, cioe la velocita del gas ireactnentadevediventare
supersonica vicino alla superficie della stella.

Limmediata conseguenza del purifbé che, dato che la materia accresciuta deve arrivare alla
superficie della stella con una velocita piccola, devetegsuna maniera di frenare il flusso
supersonico. Questo pero ci conduce nel campo di domirlla fisica del plasma, dato che
dovremo tenere conto del comportamento del gas su lungtsezda comparabili con il libero
cammino medio tra le collisioni.
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Capitolo 8

Teoria Cinetica del Plasma

8.1 Definizione di plasma

Un plasma consiste in una miscela di due gas di particellgrielemente cariche: un gas di
elettroni ed un gas di ioni, con masse delle particelle maifferenti me e m.

Gli elettroni e gli ioni interagiscono tra di loro attraverforze di Coulomb attrattive e repul-
sive. Queste forze decrescono molto lentamehte €) con la distanza e non possiedono una
lunghezza-scala caratteristica. Quindi una particellgasma interagisce contemporaneamente
con tutte le altre, e questo rende la descrizione dellestoili molto complessa. Una ulteriore
complicazione e dovuta alla grande differenza di massalétéroni e ioni. Dato che le collisioni
tra particelle di massa molto diversa riescono a trasfeetamente una piccola frazione dell’e-
nergia cinetica, e possibile che gli ioni e gli elettronspizdano una temperatura molto diversa
su tempi-scala lunghi.

8.2 Neutralita di carica, oscillazioni di plasma e lunghezza di
Debye

Vediamo ora di esaminare in dettaglio le conseguenze datteee a lungo raggio della forza di
Coulomb tra particelle cariche.

Innanzi tutto abbiamo che la densita numerica di ioni ettrel@ in ogni punto deve essere ap-
prossimativamente uguale, e quindi il plasma deve sempeg@sicino alla neutralita di carica.
Infatti anche un piccolo eccesso di carica risulterebbenirtampo elettrico molto grande che
farebbe muovere le particelle in modo da ristabilire moktoeemente la neutralita.
Supponiamo che ci sia un eccesso di carica di 1% in una sfeaggiior in un plasma di densita
numericaN. Allora gli elettroni che si trovano vicino al bordo dellaesh risentiranno di un
campo elettricae e di una accelerazione

e eE| 4m3 N &
 me ~ 3me 100 [4reg)r?
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dove(—e) € la carica di un elettrone.

Per una sfera di raggio= 1 cm in un tipico plasma astrofisico coh= 10'° particelle per crd
abbiamo che ~ 10!/ cm sec?, e quindi gli elettroni impiegherebbero B0~? sec a ristabilire la
neutralita. Infatti essi simuoverebbero cosi velocet@eéa indurreoscillazioninel plasma. Dato
che tutti i plasmi sono soggetti a piccole perturbazioni r&ono a disturbare la neutralita di
carica (ad esempio il passaggio di radiazione elettrontagn® il moto termico delle particelle
del plasma stesso), la frequenza naturale di queste adoilize una grandezza fondamentale
chiamatdrequenza di plasma

Per determinarla consideriamo un plasma uniforme con wofpeccesso di elettroni in qualche
(piccola) regione. Assumiamo che gli ioni abbiano in media naricaZe~ e, e che le densita
numeriche di ioni ed elettroni siano, rispettivamente

Ni ~ Np Ne = No + N]_(’I‘,t)

conN; < Ng e N; = 0 al di fuori della nostra piccola regione.
L'eccesso di caricil; da luogo ad un campo elettridd dato dalla legge di Maxwell

47T
0.FE=— N 8.1
Eyen) 1€ (8.1)

Questo campo elettrico provoca il movimento delle par@celDato chemy > me possiamo
trascurare il moto degli ioni. Gli elettroni si muoverannonte un fluido ed ubbidiranno alle
equazioni di conservazione. Dato dige assunto piccolo, possiamo trascurare il terngine
[0)ve nell’equazione di Eulero, che cosi diventa

dve .

— =—-¢eFE 8.2
Me— (8.2)
L'equazione di continuita diventa
ON
d—te+D~(Neve) =0 (8.3)
che, trascurando prodotti di piccole quantita, diventa
N
%+Nom-ve:o (8.4)

Possiamo eliminaree da queste equazioni prendendo la divergenza della (8.2)derlaata
rispetto al tempo della (8.4) e sottraendo

102N, e
— 2 - _—0-E=0
No dt2 me
Usando I'equazione di Maxwell (8.1) per elimindre E otteniamo

2
6N1+ AT Np€? Np— 0
ot? [41en] Me
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Percio I'eccesso di caridg; oscilla con frequenza di plasma

B 4 N()(:T'2 1/2 8.5
_{[47T80]ﬁ} (65
Da un punto di vista numerico, cddy misurato in cnt®, abbiamo
wp = 5.7-10°N}/*rad sec?
(8.6)
vy = P _90.1°NY?Hz

21

Un plasma & opaco alla radiazione elettromagnetica diiregav < vy, perché le oscillazioni del
plasma sono piu rapide delle variazioni nel campo eletagmetico, e gli elettroni del plasma si
muovono “cancellando” la radiazione. Per la ionosferaad®irra abbiamo chidy ~ 10° cm 3,
quindi onde radio di frequenza minore di circa’19z non possono penetrarla e quindi sono
riflesse.

Associato al tempo-scabzag1 delle oscillazioni di carica deve esistere una grandezatkche
definisce su quali distanze il campo elettrico viene gepatati’'eccesso di caric;. Possiamo
calcolarlo, come ordine di grandezza, valutando le dezicatme

17} 1
a~ W o
Dall’equazione (8.3) otteniamo quindi
Ve
| ~ —= (8.7)
Wp

Quindi il campo elettricdE generato dall’eccesso di caribh e limitato ad una distanza-scdla
dall'effetto di schermo degli elettroni.

Dato che anche un plasma non perturbato sara soggettodepfledtuazioni di carica dovute al
moto termico degli elettroni, esistera una distanza destio, dettdunghezza di Deby@ pep,
che otteniamo ponendo nell’espressione della velocigi deettroni in (8.7)ve ~ (KTe/me)Y/?,
doveT, € la temperatura degli elettroni

[4T1180|KTe 1/2
ADep= 14 —— )
oen—{ 4 89)
Numericamente, coNg misurato in cn3 e Te in K
T\ /2
Abeb = 7 (N_Z) cm (8.9)

L'importanza diApep risiede nel fatto che questa distanza ci fornisce la lunggyszala su
cui puo esistere un sostanziale eccesso di carica; quirfdirisce la portata delle collisioni
Coulombiane nel plasma.
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Affinché la nostra trattazione del plasma sia consistenteecessario che il numero di parti-
celle coinvolte nell’'oscillazione sia grande, ed inoltteede grandezze fisiche del plasma non
subiscano variazioni apprezzabili su grandezze-doalalto minori della lunghezza di Debye:

NeASep > 1 | > Apeb (8.10)

Se queste condizioni non sono soddisfatte, allora possteattare il gas come un sistema di
particelle indipendenti e trascurare cosi i cosiddefigtti collettivi”.

8.3 Collisioni Coulombiane

Consideriamo ora collisioni Coulombiane tra particellé plasma. Dato che queste collisioni

coinvolgono I'accelerazione di particelle cariche, weprodotta radiazione elettromagnetica a
spese dell’energia cinetica delle due particelle. Comergjypuo dimostrare come questi due
tassi di perdita di energia (per radiazione e per collisjalnana particella che si muove a velocita
v stanno nel rapporto

Prad < ez v\ 2 1 2%
) ~—=(- 1 A1
Peoll ~ [4T1160]NC <c> 137<c) < (8.11)

dove € /[4mgp)hc & la costante di struttura fine. Quindi la perdita di enegga radiazione
durante una collisione e trascurabile e quindi possiamgiderare I'urto comelastica Il nostro
problema quindi consiste nel descrivere I'urto tra dueipalfe carichee; ede, che interagiscono
via forza di Coulombe;e,/[4710]r? ad una certa distanza

Il modo piu semplice per trattare il problema di urto tra ghagticelle € quello di porci nel sistema
di riferimento (SdR) del centro di massa. Se le velocitaiali delle due particelle nel SAR del
laboratorio sona; e o, ed esse hanno massa e ny, il SAR del centro di massa avra velocita

Moy + Moz
m +my

In questo SdR le particelle incidenti hanno momento delngjta di moto uguale in modulo ed
opposto in segné-my, e la loro energia cinetica totale%émvz, dove abbiamo definito

eV (8.12)

My

M tmp
Dato che la forza di Coulomb ubbidisce ad una legge delliswelel quadrato della distanza, le
traiettorie delle particelle in collisione nel SAR del aendi massa saranno iperboli, che possono
essere caratterizzate da un parametro di imgatiato che l'urto e elastico, sia le velocita che
le energie delle particelle rimangono inalterate: si haasibd una deflessione di traiettoria.
L'angolo di deflessioné sara apprezzabile, diciamo dell'ordine di°9@er un certo valore
del parametro di impatto, che indicheremo dumy) tale per cui I'energia cinetica e I'energia
potenziale siano comparabili al momento di massimo avaioiento (si veda Figura 8.1):

vV=v1— V2 (8.13)
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Figura 8.1: Collisioni Coulombiane di due particelle disse carica (in questo caso positiva) e
stessa massa: (a) collisione ravvicinata; (b) collisiastadte. Il parametro di impattoprima e
dopo 'urto rimane lo stesso per la conservazione della tjigaai moto.

€162 1 P
—_—~ = ~ kT 14
[47T80] bo 2m (8 )

dove l'ultima uguaglianza vale per particelle termalizzaeib > by allorad ~ eje/ [47150|bmMV

che e molto piccolo.

Nel caso di gas atomico o molecoldxeda una misura, per ordine di grandezza, delle dimensioni
delle particelle del gas, e definisce quindi una seziondal’'ur

oL=T0= [4rteg)? (KT)2

Per una densita numerica del gésil libero cammino mediad\ | tra collisioni sara

1 [Ameg)? [ KT \?
M=Ne = \as (8.16)

Infatti, per la definizione dA |, abbiamo che lunga; non avvengono collisioni, quindi il vo-
lumeA | - g, puo contenere solamente una particella (altrimenti @lsdaero collisioni!), quindi

o T &S (8.15)
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AL -0, =1/N, da cui la (8.16). Mettendo i valori numerici delle costapere; = e, =e
abbiamo
T2
A ~7-10° ~ oM (8.17)
Ad ogni istante, ogni particella carica deve interagiretedstaticamente con le particelle del

plasma contenute in una sfera di ragdig,. Questi urti lontani producono pero solamente
piccole deflessioni, dato che

Abeb N [4110]KT Apeb
bg e?

avendo usato (8.8) e (8.10). D’altro canto, ci sono cogetparticelle in una sfera di Debye che
I'effetto cumulativo dell’insieme di tutte le collisioniistanti € maggiore di quello degli incontri
ravvicinati perb ~ bg. Dato che questo un punto importante, studiamo in dettdigtaso in cui
le particelle in interazione abbiano tutte la stessa magsa m; ~ m(ad esempio il caso di urti
elettrone-elettrone o ione-ione). Allora ogni particedkaa una velocita iniziale- v, ed in un
urto distante la sua velocita aumentera di

~ ATNoA S > 1

€1€2

A ~ 6 ~N —
o~V [41TE0|MVD

in una direzione ortogonale alla sua direzione di moto oatg.

Poiche le particelle hanno la stessa massa, cosi comeskestelocita (termiche) iniziali, allora
possiamo metterci nel SAR del laboratorio (ma quaestoe vero nel caso pi generale).

Per calcolare I'effetto totale di tutti gli urti distanti heéeviare una data particella sara necessario
sommare in maniera opportuna gli incremetwj, su tutti i possibili valori dib. Dato cheAv,
puo essere sia positivo che negativo, a seconda delleaondiniziali, € meglio considerare il
suo quadrato.

Consideriamo ora un guscio cilindrico (si veda Figura 8@)tenenteN particelle nel volume
2rnbdbvdt dovedt € il tempo in cui una data particella “urta” con parametranapattob le N
particelle.

Allora, il tasso di variazione diAv)? sara

d(Av)?
dt

~ Nv/(Avb)zznbdb

- 2mNee; |n(bmax) (8.18)

[4rte)?m?v  \ Brmin

dovebmax € bmin SONO il valore piu grande e piu piccolo bliche contribuiscono all'integrale, e
di cui stabiliremo piu tardi i valori.

Per potere stabilire 'importanza relativa degli urti coawr@metro di impatto grande e piccolo,
€ necessario associare un libero cammino medio al cambieldcita (8.18), per poterlo poi

confrontare com | . A questo scopo definiamo uempo di deviazione
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Figura 8.2: Definizione della geometria nel caso urti Cowd@ni di una particella di plasma di
velocitav.

2 2
by — Vv _ [4meg) mv3 (8.19)
d(Av)?2/dt  2nNeeiinA
dove abbiamo usato la notazione standare bmax/bmin. Dalla sua definizione, il tempo di
deviazione misura il tempo che intercorre prima che undqeia del plasma di velocitavenga
deviata in maniera significativa dalla sua traiettoriaisliz
Associata al tempo di deviazioteviene definita ldunghezza di deviaziong

2
Ad=Vig = M (8.20)
2nNeesInA
Confrontando Eq. 8.20 con (8.16), ed usando il fattorolhe~ KT, troviamo che
AL ~InA (8.21)
Ad

Quindi, urti distanti e a piccole deflessioni dominano wativicinati e a grandi angoli se fia> 1.
Vedremo ora che IA, dettologaritmo di Coulomke normalmente dell’ordine di 10-20, e quindi
tra tutte le possibili collisioni sono quelle a piccoli atigdhe danno il contributo maggiore.
Innanzi tutto, dato che siamo interessati al logaritm@ déara sufficiente ottenere una stima di
N\, senza dover entrare troppo nel dettaglio. Come primo tigntgpotremmo prendere p®min

la distanza di massimo avvicinamemipdata dall’'Eq. 8.14.
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Bisogna pero stare attenti a non violare il principio dieterminazione, secondo il quale non e
possibile conoscere simultaneamente la posizione ed ilentordi una particella con incertezze
minori di Ax e Ap tali che

AxAp ~h
Quindi non possiamo portgnin, = bg se quest’ultimo € minore di

h h
brin(MQ) ~ 75~ L (8.22)
dove abbiamo usathp ~ mv. Equazione 8.22 dni, come la lunghezza d’onda di de Broglie
di una particella di momentmv. In generale, quindi, avremo che

Bmin = max{E 2(—:‘17e2} (8.23)

mv’ [4reo]mv2
quindibmin avra il suo valore classidmp a meno che

e C
VS Tanggc ¢ T 137 (8.24)
Per ricavarci una stima dinax ricordiamoci che il plasma reagisce a perturbazioni nediaca
in un tempo caratteristico/’p (dato da Eq. 8.6). Quindi, il plasma riesce a schermare ilpgam
Coulombiano di ogni particella il cui tempo di interazioreb/v sia maggiore di 1vp. Quindi

possiamo ragionevolmente porre

\Y
bmax =
Vp

Ovviamente, s& € la velocita termica degli elettromi, otteniamo

bmax: ADeb
come deve essere. Dato che per plasmi astrofisici le pagtieahnany? ~ kT, allora il logaritmo

di Coulomb avra valore
/\Deb
INA=1In
( bo

che puo essere scritta, utilizzando I'espressione nuwa@erApe, data da Eg. 8.9

INA ~ 10+ 3.45logT — 1.15logNe (8.25)

conNe misurato in cm3. E’ facile verificare come IA sia nell'intervallo 10-20 per plasmi di
interesse astrofisico. Questo quindi dimostra come ['&fféi molti urti deboli e distanti sia piu
importante di urti forti e ravvicinati.

Si noti inoltre come IM\ sia estremamente insensibile agli errori sulle stimb.gi € bnax se
In\ =15, allora anche un errore gudi un fattore 100 produce W nell'intervallo 10—-20. Quindi
(8.25) da una stima ragionevole, anche se (8.24) non deessere soddisfatta.
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8.4 Plasmi termici. tempo di rilassamento e libero cammino
medio

Vediamo ora di applicare i nostri risultati sugli urti trarpeelle ad un plasma in cui le particelle
hanno velocita termiche. Per semplificare non effettuertarssomma su tutte le possibili velo-
cita delle particelle che contribuiscono agli urti, parremo mv? ~ kT. Questo ci fornira il
corretto ordine di grandezza p&¢, la lunghezza di deviazione definita in (8.20).

E’ bene evidenziare come, in generale, sia necessaria @atiaiatell'evoluzione temporale del-
la distribuzione di velocita risolvendo I'equazione dikker-Planck. Questo e particolarmen-
te vero per la determinazione del tempo di scambio enemgtioel caso di particelle veloci
(sopratermiche) che vedremo nel seguito.

Comunque, ponendoV ~ kT nella (8.20) abbiamo che per particelle di massa comparabil

7-10° T2
A N
Una importante proprieta di (8.26) e la sua indipenderaaanassa delle particelle, quindi la
distanza media attraversata prima che la particella sahisaurto e la stessa per gli elettroni e
per gli ioni. Questo perd non & vero per il tempo di deviaeioinfatti il tempo di deviazione
tq(e—e) per elettroni con elettroni&my,/me ~ 43 volte piu breve di quello di ioni con ioni, ma
guesto e compensato dalla maggiore velocita degli etsttr
Nel caso di particelle con masse diverse (come nel casoidilattroni con ioni), si pud dimo-
strare che le equazioni (8.19) e (8.20) valgono ancorancdell’'ordine della massa piu piccola
e v dell'ordine della velocita termica piu grande. Quindglcaso di urti elettrone-ione avremo
m~ meev~ (KT/me)Y/?

4o (8.26)

[4T180]2MeY/2(KT)3/2
2nNeesIn/A

Quindi gli urti elettrone-ione avvengono allo stesso tatsgli urti elettrone-elettrone.
Puo essere utile, a questo punto, definire una frequenzi dalettronica)

ta(e—i) ~

~ ty(e—e) (8.27)

1
ta(e—i)

conNe misurato in cn? e Zela carica media degli ioni. Analogamente definiamo la freae
d’urto ione-ione

~ 2InA Z2N.T %2 sect (8.28)

VCN

Ve(i—i) ~ ﬁ ~5.1072InA Z*NeT ~%/? sec’? (8.29)
4(i—
Finora abbiamo considerato soltadiflessiondelle traiettorie di particelle del plasma: il tempo-
scalaty da una misura approssimata del tempo necessario affimanéistribuzione di velocita
inizialmente anisotropa venga resa isotropa (termaliop&g. Alla fine pero ogni distribuzione
iniziale di velocita deve tendere alla distribuzione dugigrio di Maxwell-Boltzmann.
Il tempo-scala affinché questo accada € dithopo-scala di scambio energeti¢o t
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E2

&= G(aE)?/dt
doveE e I'energia di una particella di prova,E € la variazione di energia durante gli urti (si
veda Eg. 8.19).
Si noti che, a priori, non c’e alcuna ragione per usia uguale d4: infatti nel SAR del centro
di massa avviene una deflessione delle traiettBrmea nessun scambio di energia, dato che le
velocita delle particelle non cambiano prima e dopo l'urto
Un importante esempio che mette in luce questa differeilzaago degli urti elettrone-ione in un
plasma in equilibrio termico: in questo case < M, ed il SAR nel centro di massa differisce da
guello del laboratorio soltanto per una velocitgy ~ (me/mp)l/zvi < vj (siveda (8.12)). Per
il fatto che non viene scambiata energia nel SAR del centroadisa, abbiamo che il massimo
trasferimento nel SAR del laboratorio si ha in un urto frégtad € uguale a

(8.30)

AE = 2mV2,, ~ 2meV?
e quindi

L5 Mg (8.31)
smyve M

Quindi le collisioni tra elettroni e ioni non sono molto eféati nel trasferire energia. Come
avviamo visto in precedenza (vedi Eq. 8.27), il tasso diisiolhe elettrone-ione ed elettrone-
elettrone sono simili, ma una differenza nell’energia radch elettroni e ioni verra livellata dalle
collisioni in un tempo~ my /me ~ My, /me ~ 1836 volte pit lungo rispetto ad una stessa differenza
tra le energie degli elettroni. Per urti tra particelle digsa e velocita simili ci aspettiamo che
te ~ tg, quindi dalle loro definizioni (8.28) e (8.29) ci aspettiaize i tempi di rilassamento
necessari per stabilire, da una condizione iniziale di equiibrio, (i) una distribuzione termica
per gli elettroni, (ii) una distribuzione termica per glnig (iii) una equipartizione di energia tra
elettroni e ioni siano nel rapporto

1/2
te(e—e) te(ini) : te(e—i)=1: <%) : <%) (8.32)

Quindi, i primi a raggiungere I'equilibrio sono gli eletmg seguiti dagli ioni, ed infine avviene
'equipartizione. Questo comportamento € particolarteemportante nello studio delle onde
d’'urto, che vedremo in seguito.
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Capitolo 9

Processi Radiativi

9.1 Introduzione

Nel Capitolo 2 abbiamo introdotto I'equazione del traspoadiativo (7.7), che qui riscriviamo

nUly = —uyly+jy

) 9.1
=—Kvplv+jv ®D

dovep, e il coefficiente di assorbimentg, il coefficiente di emissione (energia emessa per unita
di tempo, per unita di angolo solido, per unita di volumelirezionen), ed abbiamo introdotto
la quantitak,,, detta opacita specifica e definita cope= K, p.

Abbiamo inoltre introdotto il concetto di funzione sorger® definita come il rapporto tra i
coefficienti di emissione e di assorbimento; ed il concettprdfondita otticar, (vedi Eq. 7.8)
che ci ha permesso di definire un meztticamente spesso (opaapandor, integrato lungo
un percorso tipico attraverso il mezzo soddisfa> 1.

Al contrario, quanda, < 1 il mezzo € dettmtticamente sottile (trasparente)

Un concetto che si dimostra utile nella trattazione delpiogt® radiativo € quello dibero cam-
mino medig definito come la distanza media che un fotone riesce a pereoprima di essere
assorbito dalla materia in cui si muove. Come abbiamo gito\(si veda Eq. 7.13), la probabilita
che un fotone attraversi almeno una profondita ottic& semplicemente ™. La profondita
otticamediae quindi uguale all’'unita

(Ty) E/O ve vdr, =1

La distanza media attraversata in un mezzo omogeneo etdédifiero cammino medio,led e
data d&t,) = uyly = 1, 0 equivalentemente

1 1

Hy  Noy
In altre parole, il libero cammino medio, per un mezzo omagemon € altro che il reciproco
del coefficiente di assorbimento.

(9.2)

v
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9.2 Processo di scattering

Nel caso di pura emissione termica la quantita di radisziemessa da un elemento di materiale
NON dipende dal campo di radiazione incidente: la funzioneesatgye semprB, (T). Questo
elemento emettera lo stesso spettro sia che si trovi sakato spazio sia che si trovi immerso
all'interno una stella dove il campo di radiazione ambi@néapreponderante.

Esiste pero un altro processo di emissione molto comunstiofeica (e non solo), dettxat-
tering, che dipende completamente dalla quantita di radiazitveecade sull’'elemento. Se la
radiazione “scatterata” € emessa in maniera isotropasgthlo solido, cosi che il coefficiente
di emissione & indipendente dalla direzione, si parlscditering isotropo

Se la quantita totale di radiazioeenessager unita di frequenza e uguale alla quantita totale di
radiazioneassorbitanello stesso intervallo di frequenza si parlesdattering coerente (elastico
0 monocromatica)

Il coefficiente di emissione per scattering isotropo e coEr@uo essere trovato eguagliando la
potenza assorbita per unita di volume:

jv=0uJdy (9.3)

doveo, e il coefficiente di assorbimento del processo di scatgernvolte chiamatooefficiente
di scattering La funzione sorgente per il processo di scattering € denqu

v vy 1 /
= o =Jy= e l,dQ (9.4)
L'equazione del trasporto per il processo di scatteringulia quindi
di
d—;: —ay(ly—Jy) (9.5)

Questa e un’equazione integro-differenziale, la cui solte da un punto di vista matematico e
alquanto complessa.

L'emissione e I'assorbimento di radiazione puo esseregmta da piu di un processo: ad esem-
pio, consideriamo il caso di un materiale con coefficientasiorbimentq, descrivente emis-
sione termica e coefficiente di scatterimgdescrivente scattering coerente isotropo. L'equazione
del trasporto avra allora due termini

di
d—;:—llv“v—Bv)—Gv('v—Jv) 9.6)
=—(v+ov)(lv—-S)
La funzione sorgente
Hy By + 0y dy
_ v
> Hy + Oy ®D

e una media di due funzioni sorgenti separate, pesate pay rispettivi coefficienti di assorbi-
mento.
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Il coefficiente di assorbimento nettoig + o, che pud essere usato per definire la profondita
otticadty, = (Uy + oy)ds

Questo coefficiente di assorbimento netto € chiaroagdficiente di estinzion@er distinguerlo
dal coefficiente di assorbimento “vergl;,. Se un elemento di materia si trova all'interno di un
mezzo ad una temperatura costante, ci aspettiamo che ilccdmpdiazione si trovi prossimo

al valore termodinamicd, = B,(T). Se invece I'elemento si trova isolato nello spazio libero,
alloraJ, = 0, e quindi la funzione sorgentess = u, B, /(uy + 0y ), una frazione della funzione

di Planck.

9.3 Random walk

Un modo particolarmente utile di studiare lo scatteringeermezzo del cosiddetrandom walk

E’ possibile studiare i processi di assorbimento, emissierpropagazione in termini probabili-
stici per un singolo fotone piuttosto che studiare il cont@arento medio di un gran numero di
fotoni, come abbiamo fatto finora. Ad esempio, il decadiroesgponenziale di un fascio di fo-
toni puo essere interpretato come il fatto che la prob@bdi un fotone che attraversa un mezzo
di profondita otticar, di essere assorbito & data da expy ).

Consideriamo ora un fotone emesso in una regione omogenaéreth che subisca scattering.
Esso attraversera una distanzgprima di subire un altro scattering e viaggiare una distafnza
prima di subire un altro scattering e viaggiare una distanzacc. Lo spostamento totale del
fotone dopd\ cammini sara

R=ri+ry+r3+---+rN (9.8)

Per trovare una stima della distanza attraversata dal édtBhnon possiamo fare la media di
(9.8), dato che questa sara nulla. Se quadriamo perodad®oi prendiamo la media otterremo
lo spostamento quadratico medifo

7= (R = (rd) + (r) + -+ ()
+2(ryr2) +2(ry-T3) + - (9.9)
Ogni termine(r?) avra come valore il quadrato del tipico cammino del fotarie indicheremo
conl?, e che corrisponde al quadrato del libero cammino mediamiité con i prodotti incrociati

coinvolgono medie del coseno dell’angolo tra le direziomina e dopo lo scattering, e queste
devono essere nulle per scattering isotropo. Quindi 13 @v&nta

12 = NI?
Questo risultato puo essere usato per stimare il numeraonaedcattering in un mezzo finito.

Supponiamo che un fotone sia generato da qualche parte iezroyallora il fotone subira scat-
tering fino a quando non riuscira ad uscire completamergerdgioni che hanno una profondita

(9.10)
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ottica grande allora, ~ L, la dimensione tipica del mezzo. Da Eq. 9.10 abbiama\thel /2.
Dato chel & dell'ordine del libero cammino medi@/I da una misura dello spessore ottico del
mezzo, quindi

N ~ 72 (1> 1) (9.11)

Per regioni di profondita ottica piccola, invece, il numenedio di scattering sara dell’ordine di
1—e '~ 1, quindi

Nt (1< 1) (9.12)

Per stime per ordine di grandezza, & sufficiente ubbre 72+ 1 0 N ~ max(t, 7%) valide per
ogni profondita otticar.

Riprendendo il caso in cui siano presenti contemporanetarsrattering ed assorbimento, il
cammino che un fotone puo percorrere e in questo casomliet&io dal coefficiente di estinzione
Ky + oy. Il libero cammino medio prima che un fotone subisca sdatjep assorbimento sara
quindi (vedi Eqg. 9.2)

1
= 9.13
Y Hy + Oy ( )
Durante un random walk, la probabilita che un fotone versgaibito sara (si veda Eq. 9.7)
Hy
&y = 9.14
v My + Oy ( )
mentre la corrispondente probabilita che venga scatteata
Oy
—& = 9.15
Y Hy + Oy ( )

La quantita 1 ¢, viene dettaalbedo per scattering singoldn questo caso la funzione sorgente
puo essere scritta

S/ - (1—gv)Jv+EVBV (916)

Vediamo di calcolare ora il numero medio di scattering. Nedacdi un mezzo infinito un random
walk inizia con I'emissione termica di un fotone e termina dsuo assorbimento dopo un certo
numero di scattering. Dato che il cammino pu0 essere tetmioon probabilitE alla fine di

ogni cammino libero, il numero di cammini liberi saxé= £~. Da Eq. 9.10 allora abbiamo che

(9.17)

che, utilizzando (9.13) e (9.14) diventa
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l, o ! (9.18)

vV Hv(Hy + 0Ov)
La lunghezzd, fornisce una stima dello spostamento effettivo netto tpauiito in cui un fotone
viene creato ed il punto in cui un fotone viene assorbito,en@ichiamata indifferentemente
lunghezza di diffusiondunghezza di termalizzazione o libero cammino effetti@onoti come
|, sia dipendente dalla frequenza.
Nel caso di un mezzo finito, il suo comportamento variera@séa che la sua dimensione
caratteristicd. sia maggiore o minore del libero cammino effettiyoPer descrivere quantitati-
vamente queste differenze di comportamento, € convanieinbdurre lospessore ottico effettivo
T. =L/l..
Utilizzando Eqg. 9.18 avremo che

L
T, I—: Ta(Ta+ Ts) (9.19)

dove gli spessori ottici di assorbimertge di scatterings sono definiti

Ta= Myl Ts=0y,L (9.20)

Quando il cammino libero effettivo € grande rispetto allaehsione del mezzo avremo che

T, < 1 (9.21)

ed il mezzo e detteffettivamente sottile (traslucidoln questo caso la maggior parte dei fotoni
riusciranno a scappare per random walk prima di essereauttistia assorbimento. Quando il
cammino libero effettivo e invece piccolo rispetto allanginsione del mezzo avremo che

T,>1 (9.22)

ed il mezzo e detteffettivamente spesso

La maggior parte dei fotoni emessi termicamente a profanaiggiori del libero cammino ef-
fettivo verranno distrutti per assorbimento prima di patecire dal mezzo. Quindile condizioni
fisiche del mezzo per grandi profondita effettive appnosgsanno le condizioni in cui la materia
e in equilibrio termico con la radiazione, per d¢yi— B, € S, — B,. E’ per questa proprieta che
l. viene detta lunghezza di termalizzazione.

9.4 Bremsstrahlung

Particelle che attraversano la materia subiscono saagterperdono energia per urto. In questi
urti le particelle sono soggette ad accelerazioni, quimaeono a loro volta radiazione elet-
tromagnetica. La radiazione emessa durante urti atoma@, dovuta alla accelerazione di una
carica in un campo Coulombiano di un’altra carica, € chi@bsemsstrahlung@d ancheadia-
zione di frenamentdQuesto nome le deriva dal fatto che fu osservata la printa ¢oin elettroni

di alta energia frenati in una spessa lastra di metallo. Bitatmento rigoroso di questo processo
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Figura 9.1: Campo di radiazione per un mezzo di dimensione

richiede l'uso della meccanica quantistica, dato che pos&ssere prodotti fotoni con energie
dello stesso ordine di grandezza di quelle delle particegoco. Comunque con un trattamento
classico del processo si ottiene la corretta dipendenzadnale per la maggior parte dei para-
metri fisici. Le correzioni quantistiche verranno incoratar in fattori correttivi (detti fattori di
Gaunt) alle formule classiche.

Si puo dimostrare che la radiazione di bremsstrahlung @oaucollisioni di particelle dello
stesso tipo (elettrone-elettrone o ione-ione) e zeronQuadiazione verra prodotta da collisioni
elettrone-ione, in cui gli elettroni sono la principale fewli radiazione, dato che le accelerazioni
relative sono inversamente proporzionali alle masse.

Inoltre, dato che gli ioni hanno masse molto maggiori di Gudell’elettrone, potremo trattare
I'elettrone come in movimento nel campo Coulombiano fisdtomdene.

Per ricavarci lo spettro della radiazione di bremsstragplunordiamo che quando si trattano
cariche in movimento il campo elettrico puo essere scotopagdue termini: il primo termine,
detto campo di veloc#, che ha andamentd r—2, altro non & che la generalizzazione della
legge di Coulomb per cariche in movimento. Il secondo teemutettocampo di radiazionge
ha andament@l r ! ed & proporzionale alla accelerazione della particell oella cosiddetta
approssimazione di dipolo, ha espressione

(9.23)

doven € il versore che unisce la particella al puR@dove si calcola il campo, & € il momento
di dipolo
d: zqi’ri (924)

delle carichey; (vedi Figura 9.1).
In questa approssimazione abbiamo che I'energia emessep@idi tempo per unita di angolo
solido e
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Figura 9.2: Definizione della geometria per un elettrersde si muove nel campo di radiazione
dello ione di caric&Ze

dE d?
Gtdo = ms,mze) (9.25)
che integrata sull’angolo solido mi da la potenza emessa
P= dE _ gd—z (9.26)
—dt 3¢ '

Come abbiamo gia visto, sono le collisioni a piccolo angbldeflessione ed a grande parametro
di impattob che contribuiscono all’emissione. Se quindi consideriamelettrone di carica-e
che collida a grande distanza con uno ione di cafiegvedi Figura 9.2), allora il momento di
dipolo sarad = —eR, e la sua derivata seconda (da porre in Eq. 9.25) e

d=—ev (9.27)

dovew e la velocita dell’elettrone. E’ possibile fare vederen

2¢?

dE i 2

o= 3 3\Av| w1 (9.28)
0 Wiz > 1

doveAw é la variazione di velocita che avviene nella collisioner b/v & il tempo di collisione
in cui I'elettrone e lo ione sono in interazionege= 2mv.

Dato che consideriamo deflessioni piccole, il cambio di e#doavverra perpendicolarmente alla
direzione di moto, quindi (si veda la dimostrazione congplatAppendice C a pagina 183)

Av_g te  bdt 27
- om ) (B24V22)32 mby

(9.29)
Quindi I'emissione da una singola collisione sara
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dE(b) 82°¢" b< Vv/w
do ) 3mcemvah? (9.30)

0 b>v/w
Possiamo ora ricavarci lo spettro totale per un mezzo cotoptzd\; ioni per unita di volume e
Ne elettroni per unita di volume che si muovono a veloaitaSi noti come il flusso di elettroni
(elettroni per unita di tempo per unita di area) incidesueli uno ione non e altro chdv.
L'elemento di area attorno ad uno ione &itib, quindi I'emissione totale per unita di tempo per
unita di volume per unita di frequenza e

dE bmax d E(b)
dovebmin € bmax SONo il minimo e massimo valore del parametro di impattocuBsi nel Capi-

tolo 3. Sostituendo (9.30) in (9.31) otteniamo

bmin

dE  16€°
dewdVdt  3c3miv
Quando pebpin € necessario prendere il valdigin(MQ) (vedi Eq. 8.22), la trattazione classica

non e piu valida. Il risultato esatto di Eg. 9.32 viene espp in termini di un fattore correttivo,
dettofattore di Gaunt g:

N; NeZ%InA (9.32)

dE  16m®
dwdV dt  3,/3c3mev

da cui si vede, confrontando (9.32) con (9.33) che

O (v, w) = g InA (9.34)

Ni NeZ2 gt (v, @) (9.33)

Il fattore di Gaunt (9.34) & una certa funzione dell’enardell’elettrone e della frequenza di
emissione. Il suoi valori sono tabulati e reperibili in &ttura.

9.4.1 Bremsstrahlung termico

L'uso piu interessante delle formule appena trovate erda &pplicazione al caso in cui la distri-
buzione delle velocita degli elettroni sia termica. Qoelhe quindi faremo sara di mediare le
espressioni trovate qui sopra per una singola velocita gonaldistribuzione termica di velocita.

La probabilitad P che una particella abbia una velocita nell'intervalftw &

dPOe &K g3y = exp(—m—vz) d3v

Dato perd che per una distribuzione isotropa delle vedoaitbiamo chal®v = 4mv2dy, la
probabilita che una particella abbia velocita nell’ivdlo dv e
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dPDVZexp(—m—VZ) dv (9.35)

Quello che ora bisogna fare € integrare Eq. 9.33 su questadite. Quali sono i limite di
integrazione? A prima vista sembrerebbg 0 < o, ma ad una frequenzala velocita incidente
deve essere almeno tale che

1
hv < ZmV?
v_2m

altrimenti un fotone di energiav non potrebbe essere creato. Questo limite di integraziolhes s
velocita degli elettroni e dettphoton discreteness effettintegrale diventa

© dE(V, w) mv
dE(T,0)  Jvy, dwdV dt"ze"p(_ﬁ) dv

dvdtdw ® mv2
/o fexp(—ﬁ) dv

dovevmin = /2hv/m. Dato chedw = 2rdv otteniamo
dE(T.w) _ 2°mb (2m\"2_ 4 5 hv _
avdtd ~ am@ \3km) | £ NiNeexp{ =T ) O (9.36)

Nel caso di emissione abbiamo che il coefficiente di emigsjgrdefinito in Eq. 7.7 in unita di
ergsect cm 3 Hz 1 & dato da

_ dE(T, w)
Y~ dvdtav

Il terminegs (T, v) € chiamato fattore di Gaumediato in veloca.

Il fattore T~%/2 risulta dal fatto chelE/dV dt dw O v~ (vedi Eq. 9.33) dv) O T2, Il termine
exp(—hv/KT) viene dal limite di integrazione sulla velocita ed allarfar della distribuzione
termica delle velocita.

E’ possibile far vedere comgk ~ 1 peru= hv/kT ~ 1, ed & 1-5 per 10" < u < 1. Quindi una
buona stima dell’ordine di grandezzaggi € 'unita.

Si noti come lo spettro di bremsstrahlung sia abbastanzttdi(in un grafico log—log) fino al
suo cutoff a circdv ~ KT (in realta questo e vero solamente per sorgenti otticaensottili).

Per ottenere I'espressione per bremsstrahhorgtermicoe necessario conoscere la distribuzio-
ne di velocita, e la formula per I'emissione per un eletearsingola velocita deve essere mediata
su quella distribuzione.

Possiamo ora anche ottenere la potenza totale per uni@lwine emessa per bremsstrahlung
termico. Basta integrare in frequenza Eq. 9.36

amj =6.8-10 ¥ 22NN T~ Y/2 exp(—&) O (9:37)

kKT

Z°N; NeOs (9.38)

dE  /2nkT\%? 25meb
dtdv — \ 3m 3hme
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che numericamente & uguale a (unita di erg $em3)

dE

Jigy = 14 10727 T7Y272Ni Ne G (9.39)

amj =
Il termine gg(T) €& il fattore di Gauntmediato in frequenza e mediato in velagitl quale &

nell’intervallo 1.1-1.5. Prendendo il valore di 1.2 si ette una accuratezza di circa il 20%.

9.4.2 Assorbimento per bremsstrahlung termico

Dalla legge di Kirchhoff (7.11) abbiamo che

Jg = IJ\]:f BV(T>

dove uff & il coefficiente di assorbimento libero-libero. Usandespressione (7.10) per la
funzione di Planck abbiamo che

45/ 2\ 12 )

= <L ~1/252 7 N y-3(1 _ a—hV/KT
Hv 3mhc(3km) T Z NiNev (1 — €700 Gt (9.40a)
=37-1 T Y2Z2NiNev 3(1—e ™/ T) gz cm™? (9.40b)

Peru> 1 I'esponenziale & trascurabilepg & proporzionale & 3. Peru < 1 siamo nel regime
di Rayleigh-Jeans e Eq. 9.40 diventa

48 [ 2m\Y? _
ff_ —-3/252\ ~2
Hy 3 hc<3k ) T7°Z°NiNev ™ “ 0 (9.41a)
= 0.018T %2Z2NiNev2g¢ cm ! (9.41b)

9.5 Scattering Compton

9.5.1 Scattering da elettroni a riposo

Consideriamo il caso di scattering di fotoni da parte ditedai che si trovino a riposo. Nel caso
in cui I'energia del fotondw < mc, ci ritroviamo nel caso classico di scattering Thomson, in
cui
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Pyt

Figura 9.3: Definizione della geometria per un lo scattedingn fotone da parte di un elettrone
inizialmente a riposo.

E=8& (9.42a)
0 = ér0(1+cos2 0) (9.42b)
or = %nr% (9.42c)

dovee e g1 sono I'energia del fotone incidente e scatterdioy/dQ & la sezione d’urto Thom-
son differenziale per radiazione incidente non polarazatrg = €//mc & il raggio classico
dell’elettrone. Quande = &; lo scattering € dettooerenteo elastica

Effetti quantistici hanno due effetti: (i) modificano la ematica del processo di scattering e (ii)
modificano le sezioni d’urto.

Gli effetti cinematici avvengono perché un fotone possjeaitre la sua energie= hv, anche una
quantita di motg, con|p| = £/c. Lo scattering quindi non sara piu elastico a causa deltn
della carica. Consideriamo il sistema in cui un fotone dirgi@es incide su di un elettrone a
riposo il quale, dopo l'urto, avra acquistato una velaeit(vedi Figura 9.3).

Dalla legge di conservazione dell’energia prima e dopdd'@avremo che

£+mc = ¢ +c\/mc2 + p2

mentre dalla conservazione della quantita di moto abbieineo

p=p +pe
Dalla seconda segyg = p — p/, che quadrando e sostituendo nella prima
€
(1—cos0)

&=

= (9.43)

mc
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che puo essere riscritta in termini della lunghezza d’ccwlae

Al—A = mLC(l—cose) = Ac(1—cosb) (9.44)

doveAc = 2.4-10710 cm & detta lunghezza d’onda Compton. Vediamo quindi chepepenuna
variazione in lunghezza d’onda dell’'ordineAdi durante uno scattering Compton. Per lunghezze
d’'ondaA > A¢ (cioéhv < mc) lo scattering & elastico, e quindi non c'& variaziond'eeérgia

del fotone nel SdR dell’elettrone.

Diamo ora una descrizione qualitativa degli effetti qustinti sulla sezione d'urto. Si puo far
vedere che la sezione d’urto differenziale per radiazimrepolarizzata in elettrodinamica quan-
tistica & data dalla formula dilein-Nishina

do 1,¢f
— =Ir3 ——S|n29 9.45

dq ~ 2'0 52< * ) (945)
Si noti che pek; ~ € questa si riduce all’'espressione classica (9.42b). ligpale effetto che
si puo ricavare dall’espressione quantistica (9.45)@aliaumentare dell’energia del fotone la
sezione d’'urto si riduce rispetto a quella classica (9.42hjindi lo scattering Compton diventa
meno efficiente allaumentare dell’energia. La sezionetd'totale ha I'espressione

3(1+x[2x(1+x) 1 1+3x

=0T - —In(1+2 —In(1+2X) - ——— 9.46
° 0T4{ x3 { 1+2x 1+ X)%_Zx (1+2 (1+2x)2} (9-46)

dovex = hv/mc. Nel regime non relativistico abbiamo che

26x2
0~ 0T 1—2x+ ? + - X<l (947)
mentre nel regime relativistico abbiamo
3 1

agémm4(ma+é) x>>1 (9.48)

9.5.2 Scattering da elettroni in movimento

Nella sezione precedente abbiamo considerato il caso chketitoni che fanno da diffusori per
la radiazione fossero in quiete. Trattiamo ora il caso ingtuglettroni posseggono una propria
velocita. Assumeremo che nel SdR dell’elettrone i fotdsbianohv < m&, in modo da poter
trascurare le correzioni quantistiche nella sezione d’drtKlein-Nishina.

Se I'elettrone in movimento possiede sufficiente energiataa rispetto al fotone, € possibile
che sia I'elettrone a traferire energia al fotone. In questso si parla dscattering Compton
inversa

Siano or& il SAR del laboratorio (osservatore) e &iail SAR in cui I'elettrone si trovi a riposo.
L'evento di scattering visto nei due SAR & mostrato in Fagdd. Si noti che tutte le formule
ricavate nella sezione precedente dovrebbero esseritesorforma primata, dato che valgono
nel SdR in cui I'elettrone € a riposo.
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Figura 9.4: Definizione della geometria dello scatteringnpton nel SARK dell’osservatore e
nel SARK’ dell’elettrone a riposo.

Dalle formule dell’effetto Doppler relativistico abbianche

g = ey(1— Bcosh) (9.49a)
&1 = &Yy(1+ Bcosby) (9.49b)
Dall’Eg. 9.43 abbiamo pero che
/ / 8/
g1~€ 1—m—C2(1—cos@) (9.50a)
cosO = cosb; cosh’ +sin@’ sinb; cog ¢’ — @) (9.50b)

dove ¢ e ¢’ sono gli angoli azimutali del fotone scatterato e del fotam#dente nel SAR
dell’elettrone a riposo.

Nel caso di elettroni relativisticiy’ — 1 > hv/mc, I'energia del fotone prima dello scattering,
nel SARK’ e dopo lo scattering stanno nel rapporto

1:y:
sempre che venga soddisfatta la condizione per scattetiogn3on nel SARK’ ye < mc.
Questo segue direttamente dalle (9.49), dato&thef; ~ /2.
Questo processo quindi converte un fotone di bassa enargridi alta energia moltiplicandone
I'energia per un fattore dell'ordine g#. Dato che nel limite di Thomson possiamo avere fotoni
fino a 100 keV, si pud vedere come in questo modo si possagosré fotoni di energie enormi.
Se I'energia intermedia e troppo alta, allora gli effettiagtistici menzionati precedentemente
agiscono riducendo I'efficienza del processo (facenddsigt < €) e riducendo la probabilita
di scattering (riduzione dv).
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Da un punto di vista cinematico abbiamo che I'energia massaggiungibile dal fotone sara
~ ymc, dato che per conservazione dell’energia dobbiamo asiereymc + €.

9.5.3 Il parametro di Comptonizzazioney

Prima di discutere in dettaglio quale sia I'effetto di ripeetscattering Compton sullo spettro
totale e sulla distribuzione di energia dei fotoni, deteria@mno quali sono le condizioni per cui
il processo di scattering altera in maniera significatiemérgia totale del fotone. Al solito ci
poniamo nel limite di Thomsope < mc.

In un mezzo finito possiamo definire il parametro di Comptoaizzoney per determinare se un
fotone subira una variazione significativa della sua energll’attraversare un mezzo:

_ Jvariazione di energia frazi - (numero medio di scatte-
Y= 1 nale media per scattering ring

In generale, s§ > 1 I'energia totale del fotone, cosi come il suo spettroasao significativa-
mente modificati; nel caso in cyi< 1 non avremo variazioni apprezzabili.

Cerchiamo ora di dare una stima per il primo termine di (9.92¢r convenienza supporremo
che la distribuzione degli elettroni sia termica. Nel caseldttroni non relativistici, mediando
la (9.50a) sull’angolo abbiamo che

(9.51)

— = = __ (9.52)

Nel SdR del laboratorio, al primo ordine nei due parameiddgli) £/mc ekT/mc, dobbiamo
avere

Ag £ KT
. = mcz+am02 (9.53)

dovea & un certo parametro da determinare. Per calcolarlo, inmeygo che fotoni ed elettroni
siano in completo equilibrio ma che interagiscano solameet scattering. Assumiamo inoltre
che la densita dei fotoni sia sufficientemente piccola ¢cbegssi di emissione stimolata possano
essere trascurati. In questo caso i fotoni devono seguadunzione di distribuzione di Bose-
Einstein con un certo potenziale chimico. Infatti, dato peescattering non si possono ne creare
ne distruggere fotoni, una distribuzione di Planck noo pasere valida.

Per una distribuzione termica degli elettroni abbiamo che
N(g) = Ke2e &/KT
e quindi
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dN
e—deg
(&) = % — 3KT (9.54a)
Ik
(€2) = 12(kT)? (9.54b)

In questo caso specifico abbiamo che non ci puo essere stalinbnergia tra i fotoni e gl
elettroni, quindi

kT (€Y
he) = 0=0e ~ e
3kT

da cui segue che = 4. Quindi per elettroni non relativistici in equilibrio t@ico, 'espressione
per il trasferimento di energia per scattering

€
mc
Si noti che se gli elettroni hanno una temperatura maggieteedergia dei fotoni incidenti,

i fotoni acquistano energia. Se inveee> 4kT allora energia viene trasferita dai fotoni agli
elettroni.

Nel limite ultrarelativisticoy > 1, dalle relazioni (9.49) abbiamo che

Ag|NR = — (4KT — €) (9.55)

Ag|g ~ gyze (9.56)

dove il fattore% deriva dalla mediazione sugli angoli. Con argomenti antalagquelli utilizzati
per ricavare le relazioni (9.54) abbiamo che

quindi Eqg. 9.56 diventa

2
Ae|r ~ 16¢ <%) (9.57)

Ora, il secondo termine della relazione (9.51), ricordaladdiscussione fatta sul random walk,
(relazioni (9.11) e (9.12)), sara dato da

(zg;nero medio di scattﬁ-2 max Tes rés) (9.58)

M.Orlandini 121



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

dove abbiamo definito la profondita ottica per scatteritegtenico

Tes~ PKeR (9.99)
Kes € I'Opacita per scattering elettronico, che per un gaspusto da ldrogeno ionizzato vale
oT _
Kes= — =0.40cnf gt (9.60)
es %

mentreR e la dimensione del mezzo. Ricapitolando, I'espressi@mel parametro di Compto-
nizzazioney per elettroni termici relativistici e non relativistici &

mc?
y = Max(Tes, T3 (9.61)

2

16 <k—T) Relativistico
mc

Nel ricavare queste espressioni abbiamo trascurato fetiagento di energia nel SAR dell’elet-

trone a riposo, cioekll > ¢ nel caso non relativistico.

In situazioni in cui I'assorbimento sia un effetto impoti@ne conveniente definire il parametro

di Comptonizzaziong(v) dipendente dalla frequenza. In questo cas@eve essere valutato a

partire dalla profondita ottica effettiva.(v), dell’ordine dell’'unita. Quindites(V) = pKed«(V)

da cui, usando (9.17),

(A'k—T) Non Relativistico

[ Kes/Ka(V) 12
= () 209

doveka(V) € I'opacita per assorbimento. Questa equazione fortéspefondita ottica per scat-
tering dal punto di vista di emissione di un fotone di freqzeen. Le definizioni del parametro
di Comptonizzazione rimangono le stesse tgysostituito dareg(V).

9.5.4 Significato fisico del parametro di Comptonizzaziong

L'importanza del parametro di Comptonizzaziongsiede nel fatto che esso rappresenta il fat-
tore di amplificazione di energia nel caso di scattering CimmpQuello che ora dimostreremo
e che se un fotone di energia inizi@encide su di una nube composta da elettroni termici non
relativistici ad una temperatufiig allora dopo scattering Compton esso emergera con ungianer
& ~ & & (se ovwiamente; < 4kT).

Consideriamo quindi una nube di elettroni non relativisttantenuta ad una temperatura
La nube e otticamente spessa per scattering elettronm® &> 1, ma nello stesso tempo e
otticamente sottile per assorbimento, cméhv = kT) < 1. Una grossa quantita di elettroni
“soffici”, ognuno di energia caratteristiga< KT viene iniettata nella nube.

Come risultato di scattering Compton inverso, questi foteoffici” emergeranno dalla nube
con energia caratteristia. Il trasferimento di energia in uno scattering singolo, ecabbiamo
visto in (9.55) e dato da
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4KT £
AE:E(m—@_m—@)

Per fotoni di energiz < 4kT il trasferimento di energia puo essere messo in formaraiffieiale

de 4KT

dN"fme
dovedN e il numero differenziale di scattering. Dopb scattering, I'energia iniziale; di un
fotone sara

EN ~ & exp(ﬂ(—; N) (9.63)

per ey < 4KT. In un mezzo di profondita otticas>> 1, il numero di scattering prima che il
fotone riesca ad uscire dalla nube &, come abbiamo vist, quindi la (9.63) diventa

_4KT ,
y= m—CgTes
Dalla definizione del parametro di Comptonizzazione abbiahes; aumenta rapidamente al-
l'aumentare dites. Ad un certo punto pero la profondita ottica raggiungeravalore critico
Torit Oltre il quale il processo di Comptonizzazione satura. @uesviamente avviene quando
gt ~ 4KT. Se poniamo questo valore nell’EqQ. 9.64 otteniamo

m&  /4kT\1Y?

g ~ge (9.64)

9.5.5 Regimi spettrali per scattering multipli

Una analisi dettagliata dell’evoluzione dello spettro regenza di scattering ripetuti su elettro-
ni relativistici € molto difficile perché il trasferimentdi energia per scattering € grande, dello
stesso ordine di grandezza delle energie in gioco nel psoceSe pero gli elettroni sono non
relativistici il trasferimento di energia razionale peatering € in questo caso piccolo. In par-
ticolare, I'equazione di Boltzmann (che regola il comporéato della densita dei fotoni nello
spazio delle fasi dovuta a scattering di elettroni) pu@essspansa al secondo ordine in questa
piccola quantita dando luogo alla cosiddetta equaziof®@kiker-Planck. Per fotoni scatterati da
elettroni termici non relativistici I'equazione di FokkPtanck & nota con il nome @quazione

di Kompaneets

0 kT\ 120 ,
= (m) L9 (e )] (9.66)

doven e la funzione di distribuzione dei fotoni che subisconetiji scattering Compton inverso
non relativistici,n’ = dn/dx, x =hv /KT, etc = (Neo7 C)t € il tempo in unita di tempo medio tra
scattering. In generale, Eq. 9.66 deve essere risolta ncaneente.
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E’ pero possibile considerare casi limite€ 1 — corpo nero modificatoy > 1 — Comptoniz-
zazione saturata), in cui una analisi approssimata e muffee Per i casi intermedi (Comptoniz-
zazione non saturata) bisognera ritornare ad un tratttopen dettagliato.

Per poter meglio delineare i regimi di validita delle nesaéipprossimazioni, introduciamo delle
frequenze (energie) caratteristiche. In astrofisica abbia che fare con mezzi termici in cui i
fenomeni di assorbimento ed emissione sono dovuti a proddsemsstrahlung. In questo caso
abbiamo visto che il peso dell’assorbimento € maggioresadanergia (si vedano le espressioni
(9.40) e (9.41) per il coefficiente di assorbimento per seag libero-libero). Se indichiamo
con vy la frequenza a cui i coefficienti di assorbimento e di sceigesono uguali, allora dalla
definizione di opacita e dalle equazioni (9.60) e (9.40)atno che

Kes = Kif (Vo) (9.67a)

X3 DA 15 T2 A
oo~ 4 10%° T2 pgr (xo) (9.67b)
dove abbiamo definitog = hvg/KT e gi(X) € il fattore di Gaunt libero-libero. Nel nostro
intervallo di interessey (X) € approssimato dalla espressione

a0~ n (22%)

T X

Sex < Xp allora lo scattering sara trascurabile, mentre yer Xg lo scattering modifichera lo
spettro. Si noti che sk = 1 allora lo scattering puo essere trascurato lungo la noaggirte
dello spettro. Nella discussione che seguira assumeréexyex 1.

Consideriamo ora la frequenzaa cui il mezzo diventa effettivamente sottile (traslucidoalle
equazioni (9.40) e (9.18) abbiamo che

Kes= Kif (V1) T2 (9.68a)
X

l-eX

~ 4107 T 7205 (%) T2 (9.68b)

dovex; = hv;/KT e Tes € la profondita ottica totale per scattering elettrondedinita in (9.59).
Perx > x; I'assorbimento e trascurabile. Nell'intervalkg < x < x; sia lo scattering che I'assor-
bimento sono importanti.

Infine introduciamo la frequenagqe a cui lo scattering incoerente (inelastico, cioe effettrti

a Compton inverso) diventa importante.

Questa energia € definita in modo che il parametro di Coniptarioney(veoe) = 1. Cioe per
V > Veoe il processo di scattering Compton inverso diventa impdéedra I'emissione e l'uscita
dal mezzo. Si noti che questa frequenza e definita soltanibmarametroy > 1 (altrimenti
Compton inverso e trascurabile ad ogni frequenza). Dajleaeioni (9.61), (9.62) e (9.40), per
Xeoe K 1
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mc
Kes= (m) Kit (Vcoe) (9.69a)
Xeoe~ 2.4+ 107 p¥/2T =9/ (Gt (xc0e)] /2 (9.69b)

Dalle equazioni (9.68b) e (9.69b) segue che scattering Gmmipverso € importante e €
definito solamente quand@ee < X.

Una volta definite queste energie, vediamo di studiare sieasi limite per gli spettri di Comp-
tonizzazione.

0 Corpo nero modificato: y < 1

Nel caso in cuy < 1 allora solo scattering coerente € importante. In queso € possibile
dimostrare che l'intensita della radiazione emergentsimezzo semi-infinito in cui siano
presente sia scattering che assorbimento ha la forma

2B
= Y (9.70)

|\, =
Y Kt + Kes
1+ p:
ff

Nel limite x < xg abbiamo che la (9.70) si riduce all’intensita di corpo nerentre per
X > Xg la (9.70) diventa un corpo nero “modificato”

IMB o, | X
Kes (9.712)

—84.10°4T5/4 pl/zgflf/2xs/2e—x/z (&~ 1)—1/2

dovel VB & misurata in erg se¢ cm™2 Hz ! Ster . Perxg < 1 Eq. 9.67b ci fornisce una
equazione approssimata pgr

Xo ~ 6.3- 1012 T~ 7/*p?[gx (x0)]¥/? (9.72)

Si noti che nell'intervallog < x < 118 O v invece della legge di Rayleigh-Jedijs O
V2.

L'Equazione 9.70 vale solamente per un mezzo semi-infilN&l.caso di un mezzo finito
bisogna determinare il valore di. Sex; < Xo I'emissione e di corpo nero per< X;
ed un bremsstrahlung otticamente sottile per x; (lo scattering non € mai importante).
Perxg < X < 1 I'emissione e correttamente descritta da (9.70)>perx; e poi diventa
bremsstrahlung otticamente sottile per x.. Perx > 1 il mezzo si comporta come se
fosse infinito, e (9.70) puo essere usata per l'intero spett
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Figura 9.5: Spettro emergente da un mezzo termico, nonvistato caratterizzato da emissione
ed assorbimento libero-libero e da scattering Comptonrgaveaturato. A basse frequenze lo
spettro € un corpo nero, poi diventa un corpo nero modifieadm alte frequenze diventa uno
spettro di Wien.

[0 Spettro di Wien: y> 1

126

Quandoy > 1, Compton inverso puo essere importante, a secondaghe’ 1 0Xcoe>> 1.
Nell'ultimo caso Compton inverso puo essere trascuraabo dhe la maggior parte dei
fotoni subisce scattering coerente. Lo spettro avra irstpueaso la forma di un corpo nero
modificato. PeKk:qe < 1, dalle relazioni (9.67b) e (9.69b), abbiamo

1/2
Xcoe = (%) Xo (9.73)

Lo spettro e descritto correttamente dalla (9.70) &l Xcoe, Ma perx = Xcoe dobbiamo
considerare effetti di scattering Compton inverso (si vEgpra 9.5). In questa regione
dello spettro, s&c0e < 1, Compton inverso sara saturato producendo uno spetthbedi

v :7n:7ei (9.74)
dove il fattoree™ @ & funzione del tasso di produzione dei fotoni.
Il flusso totale emesso nello spettro (9.74)
12rme % (KT)4
FW(ergsectcm2) = n/l“,’vdv = % (9.75)
M.Orlandini
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Figura 9.6: Spettro prodotto da Comptonizzazione non atduti fotoni di bassa energia su
elettroni termici.

mentre I'energia media del fotonehd = 3kT.

00 Comptonizzazione non saturata

Consideriamo infine il caso in cyi>>> 1 ma in CuiXcee ~ 1, Cio€ mezzi in cui il processo
di Compton inverso € importante ma in cui lo spettro nonrsaélio spettro di Wien. In
guesto caso e necessaria una analisi dell’equazione dpHoeets (9.66). Senza entrare
nei dettagli € possibile fare vedere come una soluzion8.@6] in cui abbiamo un input
di fotoni “soffici” ha la forma di una legge di potenza

n O x
mm+3) = 3 (9.76)
3 9 4

e dovey e il parametro di Comptonizzazione definito in (9.61). Ldica positiva & ap-
propriata sey > 1; pery < 1 & invece appropriata la radice negativa. yer1 bisogna
prendere una combinazione lineare delle due soluzioni @ssite una soluzione a legge di
potenza. Dalla misura della pendenza dello spettro di Conigtazione non saturata con
fotoni “soffici” si possono determinare sia la temperatuegldelettroni che la profondita
ottica di scattering della sorgente.

Lo spettro da Comptonizzazione non saturata € mostrat@umd 9.6. L'intensita emer-
gente nel regime di legge di potenza soddisfa la
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3+m
|V~|VS(1) i (9.77)

Vs

Lo spettro € molto sensibile alle variazioniynL'energia iniziale dei fotoni e significati-
vamente amplificata pen > —4, cioe sey > 1, analogamente a quanto abbiamo visto nel
caso relativistico.
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Capitolo 10

Tecniche di Osservazione

10.1 Introduzione

Gli esperimenti per lo studio dell’emissione nella banda&rte di oggetti celesti devono
confrontarsi con due realta: (i) a causa dell’effetto diexeno della nostra atmosfera, gli stru-
menti devono essere portati a grandi altezze (vedi Figurd);1(Qi) i fotoni X possiedono una
tale energia che la loro interazione con la materia prodmcefietto osservabile.

In generale i dati dell’astronomia X saranno nella formawnero di eventi (conteggi) misurati
in un certo intervallo temporale, o il tempo di arrivo per werto evento. Questi conteggi sono
molto piccoli: ad esempio, il flusso della sorgente piulanite del cielo X, Sco X-1, & circa 100
fotoni cm 2 sec’. La seconda sorgente pill brillante, la Nebulosa del Gianéhsoltanto un
decimo di questa.

Il fatto che i rivelatori debbono essere portati al di sopefl’dtmosfera, fa si che vi siano un
certo numero di eventi significativi che non appartengotieraissione della sorgente, ma che
fanno dafondoe debbono essere discriminati dall’emissione di sorgeade2sempio raggi X e
y dovuti alla interazione dei raggi cosmici con la nostra atfa.

Per cercare di limitare questa sorgente di fondo sono statiegi dispositivi di collimazione mec-
canica, in modo da limitare il campo di vista del rivelataseecniche di anti-coincidenza. Per
basse energie sono inoltre a disposizione anche sistewcalifzazione, in modo da aumentare
il rapporto segnale/rumore.

10.2 Rivelatori per astronomia X

Il principio di funzionamento di una classe di rivelatorirdggi X utilizzati in astronomia si basa
sull’assorbimento (scattering) di fotoni incidenti proventi dal sorgenti celesti con il materiale
del rivelatore. Questi raggi X generano un elettrone cheptveta una qualche frazione dell’e-
nergia del fotone. Questo elettrone produce elettronirsg@o che possono essere rivelati come
una corrente, oppure luce visibile che puo essere rivatata fotomoltiplicatore. Una ulteriore
classe di rivelatori usati in astronomia X determina I'gji@rdel fotone incidente misurando la
variazione di temperatura associata al suo assorbimemntoo@alorimetri).
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Figura 10.1: L'atmosfera terrestre attenua raggi X inctdpar assorbimento fotoelettrico e, al
di sopra dei 30 keV, per scattering Compton. Questa curvareagnta una profondita ottica
unitaria in funzione dell’energia. La scala sulla sinistrdica la densita colonnare atmosferica
sulla verticale che produce I'attenuazione di una proftinditica, mentre sulla destra la scala
indica I'altezza minima richiesta per produrre almeno gaestenuazione. Le discontinuita sono

dovute agliedgeddi Azoto, Ossigeno ed Argon.
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Figura 10.2: Output di un rivelatore a gas in funzione detaggio applicato all'anodo. Sitenga
presente che i valori esatti dell’alta tensione varianotisgiimo in funzione della geometria del
rivelatore, del tipo e della pressione del gas utilizzato.

Possiamo classificare i rivelatori per astronomia X in qoaf@miglie: 1. Rivelatori a gas; 2.
Rivelatori a scintillazione; 3. Rivelatori a semicondué&p4. Calorimetri. La scelta di un parti-
colare tipo di rivelatore dipende dalla energia dei fotam si vogliono rivelare, da requisiti di
risoluzione energetica ed efficienza, e dal costo.

Un rivelatore a gas consiste in una scatola metallica (cheidma da catodo) riempita di gas e
contenente uno o piu fili (anodi). Un fotone che passa atsavil gas lo ionizza producendo
elettroni e ioni liberi. Gli elettroni vengono attratti @hodo, producendo un impulso elettrico.
Se la differenza di potenziale tra anodo e catodo & bassdetitoni si possono ricombinare con
gli ioni. La ricombinazione pud avvenire anche in presedzana alta densita di ioni. Per un
voltaggio sufficientemente elevato praticamente tuttetgttroni vengono raccolti sull’anodo, ed
il rivelatore e dettawamera di ionizzaziondumentando il voltaggio, gli elettroni sono accelerati
verso I'anodo con energie sufficienti a ionizzare altri atacreando cosi altri elettroni. Questo
rivelatore e detta@ontatore proporzionaleAumentando ancora il voltaggio, la moltiplicazione
degli elettroni € ancora maggiore, ed il numero di eleitraocolti all’'anodo diventéndipenden-
te dalla ionizzazione iniziale. Quest’ultimo tipo di rivetait € dettacontatore Geiger-Mueller
in cui il segnale all'anodo € lo stesso per tutti i fotoni.r Reltaggi ancora superiori avviene la
scarica continua. | diversi regimi di alte tensioni descsibno visualizzati in Fig. 10.2.

Vediamo ora di descrivere in dettaglio I'interazione traaggi X incidenti ed il materiale che
compone il rivelatore. Fino ad una certa energia e a secogldaudhero atomic@ del materiale
avremo che il processo principale per cui il fotone X viensoaiito eassorbimento fotoelettrico
In questo processo si ha I'espulsione dell’elettrone piarno che & energeticamente permesso.
L'energia dell’elettrone sarky — Es doveEy e I'energia del fotone X incidente dfk I'energia
della shell. Ad esempio, nell’Allumini&s = 1.56 keV per elettroni della shel. Ovviamente
la transizione avverra solamenteEg> Es. Se il fotone X possiede una energia leggermente
inferiore non riuscira ad estrarre I'elettrone dalla $t€l ma uno dalla shell e quindi vi sara
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una discontinuitgedge)nella sezione d’urto di assorbimento, come mostrato infaidio.3. Il
salto e di circa un fattore 10. A parte queste discontajué sezione d’'urto ha un andamento
ODE3Z%
A seguito dell’emissione dell’elettrone, I'atomo si trowauno stato eccitato e puo liberare I'ec-
cesso di energiBsin due modi: puo rilasciare una cascata di fotoni, uno daligpotrebbe essere
nella banda X con una energia vicin&a In questo caso si parla di fluorescenza. Alternativa-
mente, puo emettere un secondo elettrone di energia prassis dovuto alla ridistribuzione
degli elettroni nei livelli atomici (effetto Auger). Il rgmorto delle probabilita dei due tipi di
processi (fluorescenza e Auger) va cofmé, quindi per elementi leggeri prevarra I'effetto Au-
ger mentre per quelli pesanti prevarra la fluorescenza. cigb dell’ Alluminio, la probabilita
che venga emesso un elettrone di Auger a causa dell’assambondi un fotone X di energia
maggiore di 1.56 keV e il 96%.
Esiste pero una probabilita significativa che il
fotone X venga scatterato dagli elettroni ato-
i U mici piuttosto che essere assorbito. Come ab-
biamo visto, per fotoni di bassa energia questo
non e altro che scattering Thomson, la cui se-
_ zione d’urto (vedi Eq. 6.2) €.8-102° cn?,
- indipendente dall’energia. Ad alta energia lo
scattering risulta in una variazione della fre-
guenza del fotone (effetto Compton) e tra-
~ 7] sferimento di energia all’elettrone che funge
da diffusore. Come abbiamo visto, la con-
dizione affinché vi sia scattering Compton e
che I'energia del fotone sia minore utic> =
511 keV. Per un atomo contenente elet-
troni, la sezione d’'urto sard volte maggio-
re. In riferimento alla Figura 10.1, scattering
Compton e responsabile dell’assorbimento al
di sopra dei 40 keV.
Il terzo processo di assorbimento di raggi X e
la creazione di coppie, che non puo avvenire
al di sotto di 1.02 MeV, due volte I'energia a
10 ' oo LN L1 riposo dell’elettrone, ed & per questo che non
ENERGY (keV) ce ne occuperemo.
Per descrivere I'assorbimento dei fotoni X
Figura 10.3: Coefficiente di assorbimento p@el materiale si utilizza la relazione (vedi
unita di massa per I'Alluminio. Nellinterval-Eq. 7.13)
lo di energia mostrato, tutto I'assorbimendo
dovuto ad effetto fotoelettrico. L'assorbimento | = lo exp(—uX) (10.1)
mostra una discontinuita a 1.56 keV perché un

fotone X di maggiore energia pud espellere @ovelp € il flusso incidentel, & il flusso rima-
elettrone della sheK. nente dopo l'attraversamento di una quantita

i
I F bt
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!
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Figura 10.4: Configurazione tipica di un contatore propmmaie. La finestra di Berillio viene
cementata in una struttura di supporteandwichche viene a sua volta saldata ermeticamente
sul catodo per preservare l'integrita del gas. L'anodmegi¢enuto in tensione da una molla.
Un preamplificatore ed un generatore di alta tensione vemgoontati il piu vicino possibile
all'ingresso dell’anodo.

di materiale di densita colonnareg cm 2 e u & il coefficiente di assorbimento per unita di
massa, in unita di cig L.
La quantitau e legata alla sezione d’urto attraverso la relazione

u= oNo c? gt (10.2)
Ax

doveNp & il numero di Avogadrbe A, & il peso atomico del materiale. Si noti come sotto certe
condizioni la (10.1) possa dare risultati non corretti detbe fotoni non sono necessariamente
rimossi dal fascio dalle interazioni con il materiale.

10.2.1 Contatori proporzionali

Un contatore proporzionale consiste essenzialmente daaregla elettrodi che sono sistemati
in maniera tale per cui viene creato un forte gradiente dipmeettrico vicino agli elettrodi
positivi che generalmente hanno la forma di fili. Il catod@p@nche essere utilizzato come
contenitore del gas e struttura principale del rivelaterepntiene una sottile finestra di entrata
per i fotoni X. In Figura 10.4 viene mostrata una configuragigipica.

INumero di atomi contenuti in un grammo-atomo, che & la dtéadt sostanza chimicamente semplice la cui
massa & uguale al suo peso atomNg= 6.023- 10°>mol~1.
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Un fotone X che e assorbito nel gas ionizza un atomo, chéseagspellendo un foto-elettrone,
seguito dall’espulsione di un elettrone Auger ed il rilasdi fotoni di fluorescenza. Il foto-
elettrone interagira con il gas dando luogo ad una ulteramoppia elettrone-ione. Alla fine la
sua energia verra dissipata ed una nube di coppie eletiomeesi formera lungo il suo percorso.
Anche gli elettroni Auger interagiranno con il gas ed anabre formeranno coppie elettrone-
ione. Se i fotoni di fluorescenza non possono uscire dal tanetaallora il numero totale di
coppie elettrone-ione sara in media proporzionale adifgia del fotone incidente.

Gli elettroni secondari, sotto I'influenza del forte campetteico, si sposteranno verso I'anodo
nelle cui vicinanze vi sara una ulteriore ionizzazioneghe, con la conseguente formazione di
ulteriori elettroni secondari. Il numero di elettroni conta percio ad aumentare fino a quando
non sono raccolti sull’'anodo. || moto degli elettroni verkfilo centrale produce, per induzione,
il segnale misurato sul catodo. In questo modo si riescetadete un guadagno tra3a 1.

Per avere il massimo guadagno si utilizzano gas nobili, imlonda ridurre al massimo mec-
canismi di perdita di energia non dovuti a ionizzazione,ligeecitazione di stati rotazionali 0
vibrazionali molecolari. Un gas nobifguro e pero un contatore instabile, dato che piccolissime
tracce di impurita possono dominare il comportamento dsl gnoltre un gas nobile € traspa-
rente alla radiazione ultravioletta emessa dagli atomit&tclel gas nobile che hanno energia
sufficiente per espellere elettroni dal catodo ed iniziar@ muova sequenza di moltiplicazione.
Nel processo di moltiplicazione degli elettroni gli atomiwh gas nobile potrebbero essere ec-
citati in stati metastabili di lunga vita media, i quali seeBccitano con collisioni con le pareti
del contatore. Per assorbire questa radiazione ultratacdedis-eccitare gli stati metastabili vie-
ne aggiunto al gas nobile un gas poliatomico, come metawpapio, alcol. Questo gas viene
chiamatoquenching gas (smorzatore)introduzione del quenching gas non introduce cascate
di elettroni, dato che il libero cammino medio per questirgive piccolo.

L'efficienza di rivelazione di un contatore e la probabkilithe un fotone non venga assorbito
nella finestra e sia cosi assorbito nel gas. Dato che larsedurto per effetto fotoelettrico,
nella banda al di sotto del 20 keV, & proporzional&*& —8/3, & importante averana finestra
sottile di bassoZ ed un gas spesso di altd. Per energie nella banda 1-10 keV viene utilizzato il
Berillio come elemento costituente la finestra. Per engrgidasse bisogna usare altri materiali,
per poter rendere le finestre piu sottili, come formvarjgrolpilene. Il problema e pero che questi
film sottili non sono in grado di trattenere il gas, quindi mesti casi € necessaria una riserva di
gas.

L'efficienza di un contatore proporzionale nella rivelamadi un fotone X di energii e

e(E) :exp(—}t\—"\:’v) {1—exp(—;—2)} (10.3)

dovet, ety sono lo spessore della finestra e del gak, € Ag sono il libero cammino medio di
assorbimento nella finestra e nel gas all’eneBjia

La carica che viene raccolta all'anodo e proporzionaleushero iniziale di elettroni secondari
ed al guadagno, e pud essere usata per misurare I'eneigiataiee incidente. A causa pero
della possibile fuga della radiazione di fluorescenza mseei una diminuzione della carica.
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Figura 10.5: Sezione della finestra di ingresso del riveéatioECS a bordo del satellite
BeppoSAX.

10.2.2 Contatori proporzionali a scintillazione

In questo tipo di rivelatori la rivelazione avviene misutlara radiazione ultravioletta prodotta
dalla nube di elettroni nel suo spostamento verso I'anadgquksto casaon viene utilizzato un
guenching gas ma solamente un gas nobile. | fotoni UV vengeetati da fotomoltiplicatori.
La quantita di luce non e solo proporzionale all’energ@ fibtone incidente, ma anche alla
profondita che il fotone X e riuscito a raggiungere prinmasksere foto-assorbito. Questo spessore
viene determinato misurando la durata della luce di stzitbne e prende il nome Burstlength

| contatori proporzionali a bordo di BeppoSAX erano di qoepo: tre avevano una finestra
di Berillio dello spessore di 50m (MECS) ed un intervallo operativo tra 2 e 10 keV. Il quarto
rivelatore, LECS, aveva una finestra sottile la cui composz € mostrata in Figura 10.5 e che
permetteva I'allargamento dell'intervallo operativo 4 @eV. Tutti e quattro i rivelatori usavano
lo Xenon come gas di rivelazione.

10.2.3 Tecniche di reiezione del fondo

Esiste un numero sostanziale di eventi di fondo non dovuggirX che limitano la sensibilita
delle osservazioni di sorgenti cosmiche. La maggior partguésto fondo € dovuto a raggi
cosmici che incidono la parte alta della nostra atmosferarathsso di 0.2-0.5 particelle per
c? per secondo, a seconda della latitudine geomagnetica. 1@ggio cosmico che penetra
attraverso il contatore X puo essere eliminato con unai¢acti anti-coincidenza. Purtroppo
pero questo non elimina il fondo dovuto a raggprodotti dai raggi cosmici sia nell’atmosfera
che nel veicolo che trasporta I'esperimento. Lefficienz@ahversione di questi fotorny nel
gas del contatore € molto piccola, dato che la loro eneegie che lo scattering Compton e
I'effetto dominante. Nel caso di un contatore riempito dgén (0c = 0.05 cn? g~ ad 1 MeV)

e di spessorg = 6- 1073 g cmi 2 la probabilita di conversione & di solo B0~4. Perd verranno
prodotti un gran numero di elettroni nelle pareti e nellastira di supporto del contatore, e
guesti elettroni avranno una energia tale da essere tlivelat

M.Orlandini 135



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

Un’altra fonte importante di radiazione di fondo € la prezgedi particelle di bassa energia, prin-
cipalmente elettroni, che provengono dal vento solare e saappolati nel campo magnetico
terrestre (le cosiddette fasce di radiazione). Vi sonatia@one particolari in cui particelle ven-
gono intrappolate: le zone aurorali ai poli magnetici e daralia sud atlantica (SAA) al largo
delle coste orientali del sudamerica.

Una tecnica, a parte l'uso di anti-coincidenze, che e neffioiente nel reiettare eventi di fondo
e la discriminazione di formail cui principio di funzionamento € il seguente: un fotoXe
convertito nel gas e essenzialmente un evento puntifaginelettroni secondari prodotti in quel
punto si muovono verso I'anodo senza una dispersione sigtifa e quindi il tempo di salita del
segnale sara molto breve, dell'ordine di 10-100 ns a sexdatigas utilizzato. Un elettrone che
invece proviente da raggi cosmici o fotgnsecondari lascera nel contatore una traccia lunga. Gli
elettroni secondari si muoveranno verso I'anodo da tuttiritplungo la traccia cosi che il tempo
di transito dalla traccia allanodo non e unico ed il cquoadente tempo di salita del segnale
sara molto piu lungo di quello di un evento X reale. Questier@nza in tempi di salita viene
determinata dall’elettronica.

10.2.4 Rivelatori a scintillazione

Cristalli scintillatori sono dei sali alcalini che hanngdeoprieta di emettere luce visibile quando
sono colpiti da fotoni X. | processi di assorbimento fotdeieo e scattering Compton convertono
I'energia trasportata dal fotone X in energia cinetica db unpiu elettroni, come nel caso dei
contatori proporzionali. Nel cristallo pero ogni elettiedi alta energia eccita molti elettroni
dalla banda di valenza alla banda di conduzione. Per fareomhonche la transizione avvenga
nella banda della luce visibile si introducono delle imga(dette anche attivatori) che catturano
alcuni di questi elettroni.

Affinché un cristallo sia di qualche uso pratico € necaesare sia trasparente alla sua stessa
radiazione. Il cristallo che ha avuta la massima applicgazia campo astronomico € lo loduro di
Sodio in cui I'attivatore sono tracce di Tallio, Nal(Tl), aui circa 8% della energia dell’elettrone
originale € convertita in fotoni con lunghezze d’onda t29d e 435QA.

Una faccia del cristallo deve essere accoppiata otticasraehtin tubo fotomoltiplicatore o diret-
tamente, o attraverso una guida di luce. Il resto della sigeriene ricoperta con una vernice
riflettente per ottimizzare la collezione di luce al fotodubll guadagno nella parte di molti-
plicazione elettronica varia da 1@ 1. Limportanza dei rivelatori a scintillazione & la loro
magagiore efficienza rispetto a quella dei contatori projorali al di sopra di 10 keV. Ad esem-
pio, 50 mm di Nal hanno una efficienza praticamente unitania & 100 keV, mentre per avere
la stessa efficienza in un contatore proporzionale sarebimgessari 4 m di Xenon o 200 m di
Argon (ad 1 atm). Questo e dovuto alla maggiore numero eitdethsl cristallo rispetto al gas.
Dato che l'efficienza di conversione dell’energia cineticduce, ~1 fotone per 400-500 eV, e
molto minore de~30 eV per ione dei contatori proporzionali, la risoluziomeryetica (definita
comeR(E) = AE/E, doveAE ¢ la Full Width at Half Maximum (FWHM) di una riga rivelata
all’energiak) degli scintillatori € minore di quella dei proporziongtier il PDS, lo strumento di
alta energia (15-100 keV) a bordo del satellite BeppoSAXae&R(E) = 0.15,/60/E doveE

e espressa in keV.
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Figura 10.6: Funzionamento dell'anticoincidenza dellat@e PDS a bordo di BeppoSAX. i
rivelatore e formato da un phoswich di due cristalli: 3 mnmNgil(TI) che funge da rivelatore
vero e proprio, e 50 mm di Csl(Na) che funge da schermo attivo.

Il limite pratico di utilizzo per ogni rivelatore e definitdall’energia a cui la sezione d’urto per
effetto fotoelettrico diventa minore di quello per scatigrCompton (a causa della complessita
dello studio delle perdite di energia parziali. Nel casodtgstalli di Nal e Csl questo limite
~300 keV (Si veda Tabella 11.1). Il limite di utilizzo a basseergia € invece determinato dal
rumore nel fotomoltiplicatore, che diventa importante’mekervallo 5-10 keV.

La piu importante sorgente di fondo per gli scintillatoropiene dai raggy prodotti localmente

o dall'atmosfera. Circondare il rivelatore con uno schepassivodi materiale pesante, come
ad esempio Piombo, ha il risultato oppostadmentareil fondo, a causa dell'interazione dei
raggiy con lo schermo. La soluzione e quella di circondare il avete con schermattivi. A
guesto scopo viene utilizzato Csl che e piu denso del Nabesgsere lavorato piu facilmente.
Infine, una sorgente di fondo sono i protoni che si trovandan®AA. Linterazione di questi
protoni con il materiale del rivelatore provoca I'esputsgodi neutroni di energia- MeV, che
vengono catturati dai cristalli producendo nuclei radiggtquali 1128 e Cd34, i cui elettroni di
decadimento vengono interpretati come prodotti da ass@iio fotoelettrico.

In Figura 10.6 viene mostrato la geometria di una delle quatita PHOSWICH (acronimo di
PHOSphor sandWICH) dell’esperimento di alta energia PD8rdddi BeppoSAX. Gli eventi
rivelati in ogni phoswich possono essere suddivisi in tessi: (i) eventi che depositano energia
solamente nel cristallo Nal (eventi “buoni”); (ii) eventie€ depositano energia solamente nel
cristallo Csl; (iii) eventi che depositano energia sia inl Mae in Csl. Gli eventi nella prima
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Figura 10.7: Diagramma di funzionamento di un rivelatoremigonduttore.

classe vengono accettati, mentre quelli delle altre due ggattati. La reiezione viene compiuta
usando i diversi tempi di decadimento delle scintillazipradotte nei due materiali (0.2%s in
Nal e 0.6us in Csl).

10.2.5 Rivelatori a semiconduttore

Rivelatori a stato solido di Silicio o Germanio possono d#eluzione energetiche molto mi-
gliori di quelle di contatori proporzionali o a scintillame. Il loro principio di funzionamento e
il seguente (vedi Figura 10.7): il cristallo viene droga&s pontrollare la densita dei portatori di
carica. | contatti vengono effettuati con due strati sattiportatori di carica negativa (tipa) e

di buche (tipop). La regione possiede densita di carica positiva e negativale e quindi riesce
a sostenere il campo elettrico attraverso di essa. Intaragel cristallo, dovute al fotone X in-
cidente, producono elettroni che possono essere racoafie ¢mpulsi di carica che, a differenza
dei contatori proporzionali o dei fototubipn sono amplificati

La risoluzione energetica di questo tipo di rivelatore eigliore attualmente possibile (2.3 keV
a 1.3 MeV per lo strumento SPI a bordo del satellite INTEGRAIQ svantaggio da un punto di
vista sperimentale & che questo tipo di rivelatore deveressffreddato per evitare I'eccitazione
termica degli elettroni nella banda di conduzione.

10.2.6 Microcalorimetri

In un microcalorimetro, la determinazione dell’energidfdeone X incidente avviene misurando
la variazione di temperatura associata al suo assorbimento

Schematicamente il suo funzionamento ¢ illustrato netjama 10.8: esso consiste in un assor-
bitore (HgTe o Si), di capacita termi€ache viene collegato ad una temperatura di riferimento
(heat sink) dell’ordine di qualche centesimo di grado K, attraversaallegamento termico di
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conduttanz&. L'assorbimento di un fotone di enerdgianell’assorbitore crea una variazione di
temperaturd\T data da

E
AT = = 104
c (10.4)
X-ray Photon misurata con un termistofémpiantato nel-
\ I'assorbitore.

L'assorbitore ritornera alla temperatura di ri-
ferimento delheat sinkcon un decadimento
esponenziale con costante di tempo data da

absorber

thermometer

T= C (10.5)

Il imite sulla risoluzione energetica del rivela-
tore e determinato dal trasporto caotico di fo-
noni tra il rivelatore ed il bagno termico nella
giunzione. Si puo fare vedere cheME limite

_ . _ _ . che si pu0 ottenere con un microcalorimetro e
Figura 10.8: Principio operativo di un microca-

lorimetro.

%

temperature

fime

AE = 2.351 V/C kT2 (10.6)

e la variabilen dipende dal termometro utilizzato. Nel caso del rivelatéRS che volera a
bordo del satellite giapponese ASTRO-EZ2 siha 2.

10.3 Collimatori meccanici

La funzione di un collimatore in astronomia X € quella diiane I'angolo solido di cielo visto
dal rivelatore. Il piu semplice tipo di collimatore consissemplicemente da una scatola o un
tubo aperto da entrambe le parti e posizionato sopra ilateed (si veda Figura 10.9). L'angolo
solido di cielo che sara osservabile sara cioab/h?; fotoni che provengono da regioni al di
fuori del campo di vista colpiranno le pareti del collima@ verranno assorbiti. Il collimatore
caratterizzato da un asse centrale e, nel caso mostratguraFi0.9 la radiazione verra trasmessa
all'interno degli angolia/h e £b/h attorno all’asse centrale. La funzione di trasmissione
f(6 — 6p) (e equivalentemente I @ — @)) del collimatore avra una forma triangolare

]
f(6—6p) = B1/2
0 per|6 — 6o| > 6y,

per|6 — 6o| < By/7 (10.7)

2Un termistore & un dispositivo che cambia significativateda sua resistenza con piccole variazioni di
temperatura.
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FIELD OF VIEW

Figura 10.9: Un semplice collimatore formato da tubi regiaari di altezzah e sezione x b.

| raggi X che colpiscono le pareti dei tubi non possono raggeare il rivelatore. La risposta
allinterno il campo di vista avra una forma triangolareognuna delle due direzioni ortogonali.
Gli angoli per cui si ha solamente meta intensita trasmessio determinati dalla geometria:
tanf,, = a/he tang, , = b/h.
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Figura 10.10: Funzione di trasmissione dei collimatori’dsperimento di alta energia (15-200
keV) PDS a bordo del satellite BeppoSAX. Questi collimattefiniscono un campo di vista
esagonale di 1°3(FWHM).
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dove by, (e @/2) rappresenta I'angolo per cui la risposta del collimatareiduisce del 50%.
Nel nostro caso saranmgh e b/h nelle due direzioni. In Figura 10.10 mostriamo la funzione d
trasmissione dei collimatori dell’esperimento PDS a batdBeppoSAX.

| collimatori meccanici sono stati costruiti con varie tedre, ma i requisiti importanti che de-
vono essere soddisfatti sono (i) minimo spessore posgikile pareti in modo da ottenere la
massima apertura possibile; (i) adeguato spessore dmiédipn modo da poter fermare fotoni
X della massima energia possibile. Dato che questi duesgggono in contradizione tra loro e
necessario trovare il giusto compromesso.

Non entreremo nei dettagli costruttivi (si veda Appendige Da vogliamo evidenziare come
la scelta del materiale che costituisce un collimatore partante. Infatti bisogna evitare che
i fotoni X interagiscano con questo materiale e si venga ayore radiazione che puo essere
rivelata dallo strumento. Nel caso dei collimatori delpesmento PDS (si veda Figura 10.11)
essi erano costituiti da tubi in Tantalio, a sezione esdgomizlla lunghezza di 20 cm e dello
spessore di 5(m. La parte interna dei tubi, nei primi 4 cm a partire dalladyasa ricoperta da
un bi-strato di Stagno (100m) e Rame (5Qum). Lo strato di Stagno aveva lo scopo di attenuare
I'emissione di fluorescenza dalla shi€ltlel Tantalio Ky = 57.07 keV;Kg = 65.56 keV), mentre

lo strato di Rame doveva attenuare I'emissione di fluoreszetallo StagnoKy = 25.1 keV,

Kg = 285 keV). Questa configurazione viene dettinermatura graduale (grading shielding)
ed ha permesso la perdita di solo il 20% dell'area efficaceideatore.

10.4 Tecniche di focalizzazione di raggi X &

Introdurremo ora due tecniche di focalizzazione di raggspecchi ad incidenza radente e diffra-
zione cristallina (Bragg e Laue). Linterazione dei raggioh la materia avviene essenzialmente
attraverso processi incoerenti, con conseguente pelidittodmazione sulla radiazione inciden-
te. Quindi la strumentazione utilizzata in astronomig K& utilizzato processi di interazioni
inelastici attraverso maschere codificate o telescopi Gomgd| problema con questi rivelatori
risiede nell’elevato flusso del fondo, dato che I'area inleuiadiazione viene raccolta e della
stessa dimensione dell’area del rivelatore. Dato che Isilsi#ita di uno strumento e direttamen-
te proporzionale all’area di raccolta della radiazioneg fstrumenti di elevata sensibilita diventa
subito impraticabile, visti i problemi di dimensione e, ndi, di massa. E’ tuttavia possibile
utilizzare l'informazione sulla fase della radiazioneigente se questi subiscono diffrazione di
Bragg o di Laue su materiali cristallini di altd. In questo caso si avra una piccola area di
raccolta della radiazione, con una significativa diminaeidel fondo.

10.4.1 Ottiche di focalizzazione di raggi X

L'uso di specchi per raggi X che focalizzano un fascio inoigeoffre due vantaggi significativi
rispetto all’'uso di collimatori meccanici:

[0 Gli specchi permettono la costruzione di strumenti conlusone angolare dell'ordine
del second d’arco, con conseguente localizzazione di sbrgantiformi con precisione
paragonabile;
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Figura 10.11: Visione esplosa dell’esperimento di alta-@3®) keV) energia PDS a bordo di
BeppoSAX. Lo schermo frontale & formato da materiale gatdre organico (BC-434) dello
spessore di 1 mm ed ha lo scopo di intercettare particellelwar | fotoni sono rivelati da due
fotomoltiplicatori indipendenti. Gli schermi lateraliygttro lastre di Csl(Na) delle dimensioni di
275x 402 mm e dello spessore di 1 cm, sono viste ognuna da quatbrmddtiplicatori (nel loro
insieme formano il Gamma Ray Burst Monitor GRBM). | due bargslcollimatori meccanici
basculanti limitano il campo di vista di quattro unita phagdw Sono formati da tubi di forma
esagonale (per ottimizzare la tassellatura del piano) diali@ la cui base e stata ricoperta di
un bi-strato di 10Qum di Stagno e 5um di Rame per assorbire fotoni di fluorescenza generati
dall'interazione con i fotoni X incidenti.
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[0 Dato che l'area di rivelazione e una piccola frazione de#la di raccolta, il rapporto
segnale/rumore e significativamente migliore di quellado strumento a collimazione
meccanica, in cui il rivelatore € piu grande dell'areaatigolta.

Questi vantaggi permettono un sensibile miglioramenttadiedoluzione e della sensibilita dello
strumento.

Vediamo ora di ricavarci le condizioni affinché un fotone &nga riflesso. Innanzi tutto i fotoni
X vengono riflessi da delle superfici per lo stesso motivo petecluce visibile viene riflessa.
Nel passaggio attraverso la materia, che possiamo rappaeseome un gran numero di punti,
lo scattering dei fotoni X da parte di questi punti si sommangmniera coerente lungo direzioni
specifiche. Dato che i fotoni X hanno energie molto maggielienergia di legame degli elet-
troni atomici, I'indice di rifrazione & leggermente mimodell’'unita (a parte vicino alle edge di
assorbimento). Allora, applicando la legge di Snell, siilassione solamente fino ad un certo
angolo critico di incidenz#, dato da

cosf. =n (10.8)

dove 6. e definito come il complemento dell'angolo fatto con la nalen Se definiama@ tale
per cuin=1- 9, allora

0. ~ V25 (10.9)

Per energie diverse da quelle degli edge di assorbimeniarablche

5 =2mroA%Ne (10.10)

doveA ¢ la lunghezza d’onda della radiazione incidenges €2/m¢ & il raggio classico dell’e-
lettrone eNe € la densita elettronica nel materiale. Dalle (10.9) eX@Pvediamo che I'angolo
critico e direttamente proporzionale alla lunghezza da@della radiazione incidente, o inversa-
mente proporzionale alla sua energia. Quindi per riflefi@a@ni di alta energia servono angoli di
incidenza radente sempre piu piccoli. Inoltre, I'angalibi@o dipende dalla densita elettronica,
che e approssimativamente il numero atomico del mateciadecompone la superficie: quindi
per avere migliore riflessione saranno preferibili mate&dd altoZ.

In Figura 10.12 mostriamo le curve (teoriche) di riflessiaméunzione dell’energia del fotone
incidente per vari materiali. Gli specchi reali sono merfeceti a causa del livello di politura
delle superfici. Come si vede, le curve presentano delledigwita vicino alle energie degl
edge di assorbimento. Inoltre possiamo vedere come laizrans all’angolo critico non sia
netta. Ricapitolando abbiamo che

O La riflettivita € molto alta fino all'angolo critic@;
O Langolo critico 6; diminuisce all'aumentare dell’energia;

O E’ preferibile usare materiali ad al@ per le superfici;
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Figura 10.12: Efficienze di riflessione teoriche superfidgraifunzione dell’energia (scala su-
periore) o della lunghezza d’onda (scala inferiore) peedivangoli di incidenza radente e per
diversi materiali: BeZ = 4), Al (Z=13), Ni (Z=28) e Au ¢ = 79). L'angolo critico per ogni
energia puo essere definito come quell’angolo a cui latiiflgt diminuisce di un certo valore,
per esempio 10%. La complessita delle curve e dovuta attiefegli edge di assorbimento.
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0 A causa della presenza di edge di assorbimento, la riflétt&/iuna funzione complessa
dell’energia del fotone incidente.

| primi tre punti hanno importanti conseguenze nella castme di specchi per raggi X, mentre
I'ultimo punto e importante per I'interpretazione di dgfiettrali ottenuti dagli strumenti sul piano
focale degli specchi.

Per quello che riguarda la forma degli specchi, I'elemerasdyper focalizzare radiazione paral-
lela & una parabola, come mostrato in Figura 10.13.

Se indichiamo comr I'angolo medio tra la sezione della parabola e la direziogldakcio inci-
dente, e se questo angolo varia poco lungo la sezione, alldefinisce I'energia massima che
puo essere riflessa. La lunghezza focale € dafadd&/2a, doveR & la distanza dello specchio
dall'asse centrale della parabola. Nel caso di doppia sitbe®, ottenuta con due superfici, una
parabolica e I'altra iperbolica, la lunghezza focale gara R/4a.

Per quello che riguarda la risoluzione angolarper questo tipo di specchi, da studi effettuati si
ha che

_ ({+1) tarPe
10 tana

<E) 4tanftarfa  radianti (10.11)
dove( e il rapporto tra gli angoli di incidenza nel paraboloidesdi’iperboloide,L € la lunghezza
dello specchio @ e I'angolo di incidenza rispetto all’asse ottico. In un@dipico o aumenta
monotonicamente da 0 a’1Per 6 che varia da 0 a 30

In Figura 10.14 viene mostrato il principio costruttivo tlespecchi per raggi X (si ringrazia il
Prof. Citterio, INAF—Osservatorio Astronomico di Brera)entre in Figura 10.15 sono mostrati
gli specchi utilizzati nel satellite per astronomia X XMMeiton.

10.4.2 Diffrazione di Bragg e Laue

Come abbiamo detto, esiste la possibilita di utilizzamfdrmazione sulla fase dei fotoni inci-
denti su cristalli ad alt&@ se questi subiscono diffrazione di Bragg o di Laue. La d#fema che
esiste tra i due tipi di diffrazione & che nel caso di diffeewe di Bragg i fotoni diffratti lasciano

il cristallo attraverso la stessa superficie da cui eranmérfzengono cioe “riflessi”), mentre nel
caso di diffrazione di Laue i fotoni diffratti vengono trasessi attraverso il cristallo, ed escono
da una superficie diversa da quella da cui erano entrati.

Nella Figura 10.16 viene mostrato il principio della difrane di Bragg: affinché due fotoni in-
cidenti su due piani cristallini successivi escano in fasecessario che la differenza di cammino
sia tale da contenere un numero intero di lunghezze d’onoe, ¢

2dsinf = nA (10.12)

doved e la distanza tra due piani cristallini success®i¢ I'angolo di riflessione (noto anche
come angolo di Braggh € un numero intero & la lunghezza d’onda della radiazione incidente.
Eqg. 10.12 e nota come legge di Bragg e si noti come questadtpdar (e quindi dall'energia
dei fotoni incidenti) e dalla distanza tra i piani cristail{e quindi dal materiale).
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Figura 10.13: Sezioni di superfici riflettenti per specchigjgi X. Nel caso di sezione parabolica
il fotone viene riflesso una sola volta prima di essere faeako, mentre nella figura inferiore
viene mostrato un profilo formato da un segmento di paralblane di iperbole. In questo caso
avvengono due riflessioni.

146 M.Orlandini



A.A. 2008/2009 Misure Astrofisiche

PROCESSO DIELETTROFORMATURA
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Figura 10.14: Processo costruttivo di uno specchio peririgger elettroformatura.] Un
mandrino di Alluminio rivestito di uno strato di Nichel viersagomato con il profilo parabolico-
iperbolico e sottoposto a politura per raggiungere una onigyosita minore di 0.0pm. O Il
mandrino viene posto in un crogiolo con dell’Oro. Per bondlaanento elettronico I'Oro viene
fatto evaporare. L'Oro si deposita sul mandrino formando stnato di circa 0.Jum. [ Lo strato
di Oro viene rivestito di un ulteriore strato di Nichel (01.6 mm) per bagno elettroliticdl] La
superficie riflettente dello specchio e formata dallo stchtOro, mentre lo strato di Nichel funge
da supporto meccanicdl La separazione tra lo specchio ed il mandrino avviene pé&edda-
mento: il coefficiente di espansione termica del Nichelréacla meta di quello dell’ Alluminio.
Inoltre I'adesione tra I'Oro e I’Alluminio € molto piccoldacilitando la separazionél Diversi
specchi vengono innestati tra loro in modo da aumentared’dr raccolta.
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Figura 10.15: Immagini di uno dei tre specchi per raggi X adioeatdi XMM-Newton. Ognuno

e formato da 58 specchi ad incidenza radente di forma Whltenestati in una configurazione
coassiale e cofocale. La geometria delle ottiche derivia dedcessita di ottenere la maggiore
area effettiva possibile sul piu ampio intervallo di enargon particolare enfasi alla regione
attorno a 7 keV. A causa di cio, gli specchi utilizzano unaogli incidenza molto piccolo, 30
per avere una riflettivita sufficiente ad alta energia. Laghezza focale dei telescopi e di 7.5
metri, ed il diametro dello specchio piu esterno e di 70 smmodo da poter essere alloggiato
nel vano di carico del lanciatore.
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Figura 10.16: Geometria della diffrazione di Bragg: duegiatj alta energia vengono diffratti
da due piani cristallini adiacenti alla superficie di un @i®.

Nel caso in cui il fotone incidente attraversi il cristalliopgrla, come abbiamo detto, di diffra-
zione di Laue. In questo caso il percorso effettuato da umnsara come quello mostrato in
Figura 10.17, in cui 'angol® soddisfa la legge di Bragg (Eq. 10.12). |l fatto che un raggissa
emergere dal cristallo dipendera dalla geometria detalltsstesso, cioe dall'orientamento dei
piani cristallini rispetto alla direzione del fotone inelte.

Utilizzando la legge di Bragg e gli indici di Mil-
ler h,k,I per descrivere I'orientamento dei piani

Z
cristallini, abbiamo che
e 2 sing—n (10.13)
VZFKZ+12 ’
dovea e la costante reticolare del cristallo (si veda
 |(0a0) y Figura 10.18).
L/ ' Dall’Eg. 10.13 & possibile ricavare la direzione
{8,0,0) del fotone diffratto se & nota I'energia del fotone
% incidente e la natura del cristallo.

Un’altra importante proprieta € il rendimentth{
Figura 10.18: Definizione degli indici giroughpu del processo di diffrazione di Laue, defi-
Miller per 'orientamento dei piani retico-nito come il rapporto tra l'intensita del fotone dif-
lari di un cristallo. In figura & mostrato ijfratto P(7) che attraversa un cristallo di spessore
piano (111). e l'intensita del fotone incidente(0). E’ possibile
dimostrare che
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Figura 10.17: Geometria della diffrazione di Laue: un ragtjialta energia attraversa un cristallo
e subisce diffrazione di Bragg sui piani cristallini, ememgo con un angolo pari

P(T> . 1 —20T\ o—MUT
PO e=5(1-e yeH (10.14)

dovece e definita I'efficienza del cristallog e il coefficiente di diffrazioney in coefficiente di
attenuazione dovuto ad uno spessoréltilizzando questa relazione € possibile ottimizzare lo
spessore dei cristalli per avere la massima efficienza. dargi10.19 vengono mostrate delle
curve di ottimizzazione relative al piano cristallino (442l Germanio.

Si noti che quando si parla di efficienza del cristallo € sea€o distinguere tra efficienza di
picco (peak efficiency espresso normalmente come una percentuale, e la rifietintegrata
(integrated reflectivity, espressa in fotoni/secondo. La riflettivita integrata realtro che il
flusso totale diffratto, e misura il flusso di fotoni diffrediall’intero cristallo in un dato intervallo
di tempo. Ad esempio, misure effettuate su cristalli di Gamio e Rame danno efficienze di
~30% e~20% per fotoni nella banda 300-900 keV.

Vediamo ora di introdurre il concetto diosaicii. Un cristallo perfetto € quello in cui gli atomi
si trovano al centro di un reticolo cristallino regolare gmesto caso, raggi X verrebbero diffratti
come mostrato in Figura 10.20: fino ad un certo ang®loalcuni arcosecondi dall’angolo di
Bragg#, l'intensita della radiazione diffratta & zero. THae 6 I'intensita aumenta rapidamente
ad efficienza 100%, vi rimane per un certo intervallo angofely, e poi diminuisce rapidamente
ad intensita zero. Questo pero accade per cristalli fienfeentre in natura il reticolo cristalli-
no presenta delle imperfezioni (detleslocazion) che fanno si che il valore dify sia molto
maggiore di quello previsto nel caso di cristalli perfetti.

Questo ha portato allo sviluppo di un modello noto come @llisidealmente Imperfettddeal-

ly Imperfect Crystgt questo cristallo viene costruito a partire da un elevatmero di minuscoli
frammenti di cristallo posizionati in una configurazionencdoro piani reticolari quasi paralleli.
Questa configurazione prende il nomecdistallo a mosaico.La distribuzione statistica degli
angoli e considerata Gaussiana, arlasaicia ABg viene definita come la Ampiezza a Mez-
zo Massimo (Full Width at Half Maximum, FWHM) della distribone (vedi Figura 10.21).
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Figura 10.19: Curve teoriche di ottimizzazione dello spesdi cristalli di Germanio per
diffrazione di Laue sul piano cristallino (440).
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Figura 10.20: Confronto tra la diffrazione di Bragg da urstailo perfetto (a sinistra) ed un
cristallo di Rame (111) (a destra).
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Figura 10.21: Definizione della mosaicii#g di un cristallo.

La mosaicita non e quindi altro che una misura delle imgmdhi di un cristallo. Ovviamen-
te allaumentare della mosaicita corrisponde una dimone dell’efficienza di picco, mentre
I'efficienza integrata rimane pressoche costante. Alrametri che sono influenzati dalla mo-
saicita sono il campo di vista, la risoluzione angolarergérvallo operativo in energia. In prima
approssimazione abbiamo che la mosaicita e circa 1.8 talampo di vista.

Misurata la mosaicita di un cristallo € possibile ricaidintervallo operativo in energia utiliz-
zando la legge di Bragg (Eq. 10.12) e la definizione di motaici

2d0g = h—EC (10.15a)
Ay AE
- F (10.15h)

doveh e la costante di Planck ela velocita della luce (abbiamo assumte= 1 e 6 piccolo
nella legge di Bragg). Otteniamo quindi che l'intervalloeogtivo in energia di un cristallo di
mosaicitaABg e

2dE?
AE — (:]—CAGB (10.16)

10.4.2.1 Le lenti di Laue

Le lenti di Laue si basano sull'utilizzo di piu di un cridtaper focalizzare fotoni di alta energia,
ed il principio di funzionamento € schematizzato in Figlila22, dove viene mostrata la confi-
gurazione di cristalli orientati tutti nella stessa diaee 6 e posizionati su di un anello di raggio
R. I raggi incidenti di una certa energia verranno focalizadtuna certa distanza focdfedata
da

(10.17)
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Figura 10.22: Principio di funzionamento di una lente di €au cristalli sono posizionati su
di un anello di raggidR, hanno tutti lo stesso orientamerfice focalizzano fotoni di una certa
energia ad una distanza foc#le

Combinando Egs. 10.15a e 10.17 abbiamo che I'endtgilel fotone focalizzato alla distanza
focaleF & data da

hc

E= dR F (10.18)
cioe cristalli posizionati a raggR diversi focalizzeranno fotoni di energia diversa. Questo
permette di aumentare I'intervallo operativo in energidrsestiamo in anelli concentrici piu
cristalli, come mostrato in Figura 10.23.
Dall’'Eqg. 10.13 vediamo come sia possibile variare 'angtil@ragg, e quindi la focalizzazione
della Lente, agendo sulla costante reticokaeioe variandal in Eq. 10.18). Quindi cambiando
il tipo di cristallo si varia la distanza focale della lentAd esempio, per una data energia, il
Rame riflette con un angolo di Bragg maggiore di quello pruxdal Germanio.

10.5 Rivelazione diraggi X da sorgenti cosmiche: Considera
zioni statistiche

Un rivelatore collimato registrera (contera) eventi gfrevengono da un piccolo angolo solido

del cielo. A questi si aggiungeranno eventi di fondo. Paseiguindi considerare tre differenti

tipi di conteggi:

O il flusso di fotonijs, proveniente dalla sorgente all'interno del campo di vista
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Figura 10.23: Lente di Laue con cristalli innestati in angbincentrici.

Figura 10.24: Foto di una lente di Laue realizzata per I'aspento CLAIRE, consistente in 556
cristalli di Germanio Ge(111) montati su 8 anelli concanitf$i ringrazia Peter von Balmoos).
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O il flusso di fotonid j4/dQ, proveniente dal fondo diffuso che cade all'interno deltjalo
solido del collimatore;

O il flusso jy di fondo non dovuto all’emissione diffusa, assunto ommeizionale e non col-
limato (cioe € di energia cosi elevata che penetra illaiege indipendentemente dalla
direzione).

Quindi il tasso di conteggiettoosservato ad un certo istante sara

: dj .

R= Jsf(6—60)+d—£6§2+jb eA cts sec? (10.19)
dove f (6 — 6) € la funzione di trasmissione del collimatofe;- 6y € la distanza angolare tra
I'asse centrale del collimatore e la direzione della soige¥QQ & I'angolo solido del collimatore,
¢ e 'efficienza del rivelatore, A & la sua area.

Nel caso di collimatori meccanicf,(6 — 6g) ha la forma triangolare gia descritta (Eq. 10.7)

erje—6y <6
£(6— 6o) = 612 per|0— ol < 61/

0 per|6 — 6o| > 6y/>

doveb, € una caratteristica del collimatore.

Per le sorgenti pitl intensg & dell’ordine di 100 fotoni cm? sec!, mentre per le sorgenti pitl
deboli arriva a~ 10~ fotoni cm 2 sec’®. Il flusso al di sopra di 1 keV dovuto ad emissio-
ne diffusa & circa 10 fotoni cnf sec’?, mentre quello non diffusc j,, € dell’ordine di 0.01
cts sec! in 1-10 keV, ma dipende in modo significativo dalle tecnicheistriminazione usate
per eliminarlo (che discuteremo dopo).

Vediamo ora di studiare I'accumulo di dati: nel caso piu pkoe una sorgente sara visibile
nel campo di vista del collimatore per un certo tempodando luogo ad un conteggio netto
di N; = Rqty conteggi. Il fondo verra quindi accumulato durante un quawit,, producendo un
conteggioN, = Ryty. Il tasso di conteggio netto dalla sorgente sara quindi

Ri— Ry = jsf(0—60) e A= Ny/t1 — Np/t2 (10.20)

L'errore statistico associatojg € semplicemente

. 2 2
ojs _ YNtz R (10.21)

js  Nita— Nty

dato cheN; e N, hanno distribuzioni normali con deviazione standgiid; e «/N,. Se il numero

di conteggi € minore di circa 10 € necessario utilizzarstégistica di Poisson per ottenere la
deviazione piu probabile.

Nel caso di osservaziorseanningquellain cui I'asse dello strumento & ruotato sopra lgsote

di un angolo maggiore del campo di vista, il conteggio netimiaulato sara
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6 _
st/ *ieen 1 0=00) 4, (10.22)
6, w

dovew € la velocita di rotazione. Utilizzando la forma triangad (10.7) perf (6 — 6p) l'inte-
grazione della (10.22) fornisce

Ns = jseAT cts (10.23)

La quantitad; ,/w non e altro che il tempo di transito della sorgente nel camipeista del
collimatore.

Vediamo ora di determinare I'errore associato alla misetacdnteggio da una sorgente, in modo
di estrarre il rapporto segnale rumore. Trattiamo due dasid: js maggiore del fondo g5
minore del fondo. Nel primo caso avremo che

7]
SNs = vNs = 1/ js& A ZZ (10.24)
mentre nel secondo
ONs = +/ B_\/ 5Q+1 ) At (10.25)

dovet & il tempo durante cui e stata osservata la sorgente. Ben@zionscanning t= 26, »/ w.
Il rapporto segnale/rumore & allora dato da

Ns Ns : eAt

— = — = s
ONs /Ng djq
<dQ 0Q+ jp

S/N = (10.26)

La quantitaS/N e formalmente il numero di deviazioni standaw) (per cui i conteggi dalla
sorgente sono maggiori del fondo. Le due espressioni (1@.240.26) determinano il modo in
cui i parametri dell’esperimento influenzano i risultatildeosservazioni, come la sensibilita e
gli errori.

Data la dipendenza dalla radice quadrata, per raddopagensibilita sara necessario quadru-
plicare il tempo di osservazione o I'area dello strumento.

Si definisce sensibilita di uno strumento il flusso piu dek{d piu piccolo js) che produce una
certo numero di deviazioni standard al di sopra del fondadizionalmente questo numero e
tre, quindi

djg
(dQ 5Q+Jb)

10.27
eAt (1027)

jmin:3
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10.6 Il rocking come tecnica per la determinazione del fondo

Come abbiamo visto (si veda Eq. 10.7) il segnale netto da omgeste € dato dalla differenza
tra uno spettro accumulato puntando sulla sorgente ed wttrapli fondo. Una possibilita e
guella di accumulare lo spettro di fondo prima e/o dopo kwgazione sulla sorgente in regioni
“vicine”, ma guesta tecnica ha lo svantaggio che se il fondstna variabilita (ad esempio a
causa di flussi variabili di particelle dovuti alla SAA o alcspolari) allora non siamo sicuri che
il fondo accumulato ad istanti diversi sia lo stesso di qualicumulato durante I'osservazione
puntata. Ovviamente questo vale per sorgenti il cui contegjg dominato dal fondo.

Per ovviare a questo problema, e per essere sicuri di avereuitoraggio del fondo contempo-
raneo alla osservazione puntata e stata messa a puntocai@teletta diocking che permette
di misurare contemporaneamente i conteggi dalla sorgehite@teggi da una regione vicina a
guella del puntamento spostando il collimatore sopradlatore (come nel caso del PDS a bordo
di BeppoSAX, o l'intero blocco collimatore+rivelatore, ro@ nel caso dell'esperimento HEX-
TE a bordo di RXTE) alternativamente da una parte all’aledaddirezione di puntamento. |
collimatori a bordo del PDS avevano la possibilita di bées@isu cinque posizioni simmetriche
rispetto alla posizione neutra di puntamentofa0, 60, =90, =150 e £210. In Figu-

ra 10.25 viene mostrato il tasso di conteggio accumulatoiklatori sotto i due diversi blocchi
di collimatori (si veda Figura 10.11), e come questi vengamidusi insieme per ottenere il tasso
di conteggio della sorgente+fondo e del fondo.

In Figura 10.26 viene mostrata la tecnica del rocking appdi@lla determinazione dello spettro
netto dellammasso di galassie nella costellazione di C@oeaa Cluste). Lo spettro misurato
nella posizione neutra (ON-source) misura lo spettro djaote e quello del fondo sottostante.
Lo spettro misurato nelle posizioni laterali (prive di sengi) misura lo spettro del fondo (OFF-
source). La loro differenza permette di estrarre il fondticdalla sorgente. Dato che lo spettro
e ottenuto per differenza, si possono rilevare segnalistm® qualche percento del segnale di
fondo. A causa della particolare orbita di BeppoSAX (a basslnazione rispetto all’equatore,
in modo da evitare i passaggi attraverso la SAA) il fondo dtstabile e non mostra alcuna
modulazione.
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Figura 10.25: Serie temporale della pulsar X GX301-2 (mkridi pulsazione di~700 sec)
accumulata dallo strumento PDS. La sorgente viene pun&at@psec, poi per altri 96 sec il
collimatore si sposta di 3°5da una parte, poi ritorna sulla sorgente ed ancora @fla parte
opposta, per poi ricominciare il ciclo. Nei primi due parngbno mostrate le serie temporali re-
lative a rivelatori sottostanti collimatori diversi. Nelomento che le due serie temporali vengono
“fuse” (terzo pannello) si ottengono due serie temporathptete: una con il flusso di sorgente
e l'altra con il flusso del fondo.
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Figura 10.26: Esemplificazione dell’utilizzo della teanali rocking per I'estrazione dello spettro
netto di una sorgente. In questo caso lo spettro dell’amondisgalassie in Coma. ON-source
indica lo spettro di sorgente + fondo; OFF-source lo spetgbfondo; la loro differenza e lo

spettro netto della sorgente.
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Capitolo 11
Fit Spettrale e XSPEC

11.1 Introduzione

Ci occuperemo ora di tecniche che permettono il confrorda tnodelli teorici che abbiamo
incontrato nella prima parte del corso (e che ci forniscomonteggi aspettati se I'emissione
fosse dovuta al processo di cui stiamo valutando I'emigiaon le misure sperimentali (cioe

i conteggi misurati) ottenibili con le classi di strumentiecabbiamo brevemente descritto nel
Capitolo precedente. Purtroppo, come vedremo in dettaggtio € possibile ricavarci in maniera
univoca la forma dello spettro dai conteggi osservati, quénecessaria una tecnica statistica
che mi permetta di decidere, tra tutti i possibili modelliade sia quello che meglio descrive le
osservazioni.

11.2 Fondamenti di fitting spettrale

La procedura standard per I'analisi di dati spettrali ellguéi assumere una certa forma dello
spettro avente un certo numero di parametri liberi, caleola risposta del rivelatore per valori

prestabiliti dei parametri, e testare la bonta con deidesgerosimiglianza, il piu usato dei quali

& quello dely?

2 < (N—G)?

P -
doveC; sono i conteggi previsti &; sono quelli misurati dalla sorgente in un insiemeMli
bin in energia indipendenti. Le varianze predette in ognisarannas? = C; se consideriamo
solamente la statistica di conteggio dei fotoni. Se pecabiiteggio del fondo non e trascurabile
allora i C; devono essere interpretati come la differenza tra il verteggio total€l; ed il vero
conteggio dovuto al fond8; e quindi dovremo usare la stinm2 = Ti + Bj. Inoltre bisognera
aggiungere a@j; ogni errore sistematico, quali ad esempio le incertezzea nabura dell’area del
rivelatore ed incertezze nella determinazione dell’effi@a (si ricordino le (10.24) e (10.25)).
La probabilita di ottenere un valore def maggiore o uguale a quello osservato & dato da
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1 (e}
2y _ —H/2 ,(n/2-1)
P(> x9) 22T (n/2) /)(2 e u du (11.2)

dove la quantitan € il numero dei gradi di libed, uguale aM meno il numero dei parametri
utilizzati nel modello spettrale. S e sufficientemente piccolo, diciamo dell’ordine del 5%,
I'ipotesi usata per calcolareG; puo essere scartata. Generalmente i parametri che danno la
probabilita piu grande vengono indicati come la rappnégzgione spettrale migliorgest fit) Se
vogliamo, questo e I'equivalente di un fit ai minimi quadrat

E’ perd necessario a questo punto una chiarificazione itapts. |l test dely? ci dice che
alcuni modellinon possonarappresentare correttamente i nostri dati e che invecenadtdelli
potrebbero rappresentarli correttamente; quello che pero il testydehon pud dirci & quale,
tra tutti i modelli (diversi) che sono permessi per il tesd, guello “migliore tra i migliori”. Ad
esempio, la sotto-stima delle varianzg(ottenuta trascurando gli errori sistematici) condudta a
un alto valore dej? e quindi alla possibile reiezione, sbagliata, di certi nilade

Per cercare di dare una risposta a questo problema si atiliazaltro test, il cosiddetto F-test,
il quale misura se le varianze ottenute da due collezioniatii @ghel nostro caso due modelli)
sono statisticamente differenti. Se lo sono, allora nongooino dire nulla su quale delle due sia
“migliore” rispetto all’altra, ma se le loro varianze sonatsticamente uguali, allora potremmo
dire che i due modelli sono equivalenti. In altre parole,rantb a calcolare quale € la proba-
bilita che la differenza dex? misurati con modelldifferenti sia casuale. Da un punto di vista
computazionale, I'F—test testa I'ipotesi che due campadniiiano varianza differente cercando
di rigettare I'ipotesi che le loro varianze siano consisiterd utilizza come variabile il rapporto
dei x? normalizzati (ciog ilx? diviso per il numero di gradi di liberta).

| conteggi previstC; vengono calcolati secondo la

® dN
G= /O 4, Pi(Eo) dEo (11.3)

dovedN/dEp & lo spettro incidente che viene assunt® (&p) € la probabilita che un fotone
incidente di energid&y risulti in un conteggio in un canale del rivelatarehe e tarato in una
banda di energia nominale | min € Ej|max, Cio&

Ei ‘max

R(Eo)= [ P(E.E0)dE (11.4)

i lmin
Veniamo quindi ridotti al problema di determinare la funeadensita di probabilita che un fotone
incidente di energi&g risulti in un segnale (impulso) corrispondente ad un’erzet@E e E +
dE. Separiamo questa densita di probabilita in due partprima, R (E’,Ep), che un fotone
incidente di energi&g depositi un’energia compresa tae E' + dE’ nel rivelatore (cork’ < Ep)
e la second&Rk(E, E’), densita di probabilita di risoluzione, che una perditartergiaE’ risulti
in un impulso equivalente nell'intervallo téae E + dE. Allora avremo che

Eo
P(E.Eg) = [ PR(E.E/) AL(E/,Eo) OF (11.5)

In generale, la risoluzione pu0 essere considerata urrdiue Gaussiana
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no 1 (E—E’q
dove la varianza@r (E’) € legata alla FWHM dalla relazioree = 0.42 (FWHM).

Descriviamo ora brevemente i vari contributi alla funzidae che sono (i) la probabilita che
un fotone riesca a penetrare nel volume del rivelatore)diprobabilita che avvenga un certo
tipo di interazione tra il fotone ed il rivelatore e (iii) lasdribuzione di perdita di energia per
quel particolare processo. Vediamo quindi ¢heoud essere determinato da una combinazione
di calcoli analitici, simulazione Monte Carlo e misure spentali. Nel caso di un contatore a
scintillazione (ma il principio si puo estendere anche pgasecchi a gas e a semiconduttore)
possiamo scrivere

RL(E’,Eo) = exp|—piw(Eo) tw]

IJD(EO> / IJC(EO>
. { H(Eg) HE-Eollpron e )

La frazioneup/ 1 corrispondera ad interazioni via effetto fotoelettritfrazionep/u ad inte-
razioni via effetto Compton, dove, € il coefficiente di assorbimento dovuto ad assorbimer#o vi
fotoelettrico ey quello dovuto ad assorbimento via effetto Comptag ety sono il coefficiente

di assorbimento e lo spessore della finestra.

Una interazione via effetto fotoelettrico puo depositagérivelatore tutta la sua energia, od una
parte di essa corrispondente alla fuga dal rivelatore dggirX della shellK o L che risultano
dalla diseccitazione dell’atomo originale che aveva dsgwil fotone. Diventa allora importante
determinare il numero relativo di raggi X che vengono assiorla effetto fotoelettrico nel ri-
velatore. Per semplicita assumeremo che il fascio incetpgndicolarmente il rivelatore e che
guesti sia di grandi dimensioni.

Di queste interazioni una certa fraziodgeavverra nella sheK, e di questa frazione il guadagno
di fluorescenzauy, € la probabilita che I'atomo si disecciti emettendo urgiagX dalla shellK

(si vedano i valori diwy per alcuni materiali usati in astronomia X in Tabella 11 A3sumendo
emissione isotropa, si puo integrare la probabilita digieazione di un raggio X proveniente
dalla shellK sul percorso di fuga dal rivelatore in funzione dell’angstdido. La frazione di
tutte le interazioni che hanno come risultato la fuga dafiadira frontale e quella posteriore del
rivelatore sono

(11.7)

H.(El, EO) ‘Comp}

_laxd [, H(E H(Eo)
) =3 R {1 H(Eo) d (H U(Ek))} (11.82)
e =34 ewueon (M (et Sgg) 1) o

Il contributo aR_ diventa quindi
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Tabella 11.1: Proprieta di materiali utilizzati in sistednrivelazione per astronomia X

Numero Densita Energia Energia Guadagno Frazione Energia
Atomico p (g cmd) ShellEs Riga X Fluoresc. Interaz. g = Lp)
Z (keV) (keV) wWs s (keV)

Gas Contatori Proporzionali

Metano 6 0713-10°% 0.284 0.277 0.96 20
Ne 10 0901-10°2 0.867 0.849, 0.01 0.94 38
0.858

Ar 18 1.780-103° 3.203 2.96 0.105 0.90 72
0.285, 0.246,0.244

Kr 36 3740-10° 14.32 12.64,14.12 0.625 0.88 170
1.92,1.73,1.67 0.04

Xe 54 5850-10~3 34.56 29.67,33.78 0.875 0.86 300

5.45,5.10,4.78 4.10, 4.49,5.30 0.14

Cristalli Scintillatori

Nal 53 3.61 33.16 28.47,32.30 0.865 0.84 260
5.19, 4.86, 4.56 3.93,4.22,4.80 0.13
Csl 55 454 35.97 30.81, 34.99 0.885 0.68 300
4.28,4.62,5.28 0.15
Si 14 2.33 1.84 1.74,1.83 0.04 0.92 53
Ge 32 5.36 11.10 9.88,10.98 0.49 0.91 145
1.42,1.41,1.21 1.19,1.22 0.01
Finestre
Be 4 1.82 0.111 0.109 0.97 14
Mylar 8 14 0.532 0.525 0.65
Formvar 8 1.2 0.532 0.525 0.65
Poliprop. 6 0.95 0.284 0.277 0.92
Aria® 18 129-102 3.20 2.96 0.105 0.54 27
Aria® 8 0.532 0.525
Aria® 7 0.400 0.392
Collimatori
Mg 12 1.74 1.30 1.25,1.30 0.02 0.93 46
Al 13 2.7 1.56 1.49,1.55 0.03 0.93 50
Fe 26 7.87 7.11 6.40, 7.06 0.31 0.90 135
0.849,0.722,0.709
Ni 28 8.9 8.33 7.47,8.27 0.38 0.89 140
1.01,0.877,0.858
Cu 29 8.96 8.99 8.04,8.91 0.40 0.89 145

1.10, 0.954, 0.935
a1.3% Ar; b 23.2% O:; € 75.5% N
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PL(E', Eo) lphoto = {[1— f(Eo)] 6(E' —Eo) + Z fi(Eo)S(E’ — (Eo— Ek))} (11.9)

dove abbiamo definitd = ¥ fx = S(f1+ f2)x € la somma sk considera tutti i raggi X che
devono essere considerati individualmente.

Per calcolare la perdita di energia per scattering Compiswogina “seguire” il fotone scatterato
per vedere se esso subisce ulteriori interazione nel tiveda

In un trattamento rigoroso si dovrebbero seguire (attswvem Monte Carlo) tutti i fotoni ed
elettroni secondari prodotti da ogni processo inizialegeterminare la perdita totale di energia.
Nel regime di interesse per I'astronomia X, per contatora energia di utilizzo e tale per cui il
termineLl;/u & trascurabile, mentre per i cristalli scintillatori p@so usare I'approssimazione

H_(Ela Eo)|comp= a1(Eo) O(E" — Ep) +ax(Eo) 5(E/ —(Eo—Ex))

a3é50) H (EC . E/)

doveH (x) e la funzione scalino definita come

0 x<0O
H(X):{ 1 x>0

., (11.10)

| coefficienti a;(Eg) rappresentano la frazione di fotoni Compton che alla fineodiggranno
tutta la loro energia; i coefficientiz(Ep) la frazione di fotoni Compton che terminano con un
assorbimento fotoelettrico che portera ad una fuga di tonfo X dalla shelK. Cio che rimane,
cioe

a3(Eo) = 1 —a1(Eo) — az(Eo) (11.11)

viene approssimato con un deposito di energia a spettramasta zero fino ad una energia
massiméeEc che puo essere perduta in uno scattering singolo.

E’ bene mettere in evidenza che finora abbiamo sempre coatid®toni che incidono sulla
finestra del rivelatore. Vi sono altri affetti di cui bisogtenere conto, quali fotoni che ven-
gono scatterati via Compton dal collimatore, e fotoni chagteano il rivelatore senza subire
interazioni e sono poi scatterati indietro. Per sorgentitpormi si tiene conto di questi effetti
nella determinazione del fondo, ma possono diventare itaptmnello studio del fondo cosmico
diffuso.

11.3 Fitting spettrale e XSPEC
XSPEC e il programma che viene utilizzato dalla maggiotgdegli studiosi che si occupano

di studi spettrali nella banda X. E’ stato sviluppato al GaddSpace Flight Center della NASA
da Keith Arnaud, ed ora il suo sviluppo viene portato avaatuda squadra di programmatori
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e/o astrofisici sia al Goddard che in altre parti del monda. UPa trattazione particolareggiata
rimandiamo al suo manuale, disponibile sia on-line che cam® a linea di comando. Quello
che tratteremo qui sara solamente la “filosofia” che stalalke del programma e che, alla luce
di quanto abbiamo detto nella sezione precedente, ci shtattb naturale.

Da un punto di vista operativo, un qualsiasi spettrometrogifornisce lo spettro di una sorgente
ma conteggC per canale strumentale Questo spettro osservato € in relazione con lo spettro
vero della sorgenté(E) attraverso la relazione (vedila (11.3))

C(I):/Ooof(E) R(I,E) dE (11.12)

La funzioneR(l,E) viene dettaisposta del rivelatoree, come abbiamo visto, & proporzionale
alla probabilita che un fotone incidente di enerBiaenga rivelato nel canale

Da un punto di vista teorico, si dovrebbe essere in gradotdroiénare lo spettro della sorgente
f(E) invertendo Eq. 11.12. Sfortunatamente questo non & inrgknpossibile perché queste
inversioni non sono univoche e sono instabili a piccoleazani inC(1).

La maniera alternativa &€ quindi quella di scegliere un nlodspettralef(E) che possa essere
descritto da un (piccolo) numero di parametri e “concomacfit) ai dati (conteggi) ottenuti
dallo spettrometro. Si calcola quindi una statistica dilig ci permetta di giudicare se il modello
“concorda” con i dati sperimentali.

| parametri del modello sono poi variati per trovare I'insie dei parametri che fornisca la mi-
gliore statistica di fit. Questi valori diventerannparametri del fit migliore (best fit parameters)
e lo spettro ottenuto con questi parametri verra detbedt fit model f(E).

Abbiamo gia visto che la statistica di fit pit comunemerntibzaata per determinare thest fit

& quella dely?, definita dall’Eg. 11.1 Una volta ottenuto un modellobdist fitabbiamo visto
che un test utile per determinare, tra tutti i possibili dérenodelli di best fitpossibili quello
“migliore” e attraverso il F—test.

Un altro importante argomento da considerare e la deteroone dell'intervallo di valori di un
parametro dbest fitallinterno del quale si possa essere confidenti che gidatero valore
del parametro. Questo intervallo viene detitervallo di confidenza viene calcolato variando
il valore del parametro fino a quandox? aumenta di una certa quantita al di sopra del valore
minimo o dibest fit

La quantita di cui ily? viene aumentato (detiy? critico) dipende dal livello di confidenza che
viene richiesto e dal numero di parametri su cui lo si vuolealare. 11Ax? critico per alcune
situazioni standard & mostrato in Tabella 11.2

Riassumendo abbiamo che per effettuare un fit spettral@adaobisogno di (i) uno spettro os-
servatoC(1); (i) una risposta del rivelatorB(1, E); (iii) un modello spettralef (E). Con queste
tre componenti la procedura per ottenere il modellbekt fitsara:

[0 Si crea un modello spettrale parametrizzato che ci si aspeftpresenti lo spettro vero
della sorgente.

O Vengono dati dei valori iniziali ai parametri del modello.

166 M.Orlandini



A.A. 2008/2009 Misure Astrofisiche

Tabella 11.2: Intervalli di confidenza vs(?

Intervallo Nr Parametri
Confidenza (%) 1 2 3
68 1.00 2.30 3.50
90 271 461 6.25
99 6.63 9.21 11.3

O In base ai valori dei parametri assegnati, si predice quall® spettro in conteggi in ogni
canale che sarebbe rilevato dal nostro spettrometro pevdietio dato.

[0 Siconfronta lo spettro predetto con quello osservato ddtlamento.

O I valori dei parametri del modello vengono variati fino a gdamon si ottiene ibest fittra
il modello teorico ed i dati osservati.

O Si calcola la bonta del fit per determinare come il nostro elloddescrive bene i dati
osservati, e si calcolano gli intervalli di confidenza peaigmetri del modello.

Vediamo ora di dettagliare le tre componenti di cui sopra.

O C(l): Lo spettro osservato

Per ottenere lo spettro osserv&ld ) per una data osservazione XSPEC utilizza due files:
un file di dati(data file)ed un file di fondqbackground file) Entrambi i files sono scritti in

un formato binario denominato FIt$si veda Appendice E per la definizione del formato).
Il file di dati contiene, tra le altre cose, la lista dei comgeagvelati in ogni canale. XSPEC
usa il file di fondo per determinare un tasso di contedgonnt rate)netto a fondo sottratto

in unita di conteggi al secondo. Il fondo viene scalato &i pler il rapporto delle keyword
BACKSCAL contenute neifiles dati e fondo. Inoltre il file ditd@ene scalato per il tempo

di esposizione (keyword EXPOSURE). Quindi il tasso di cggte netto a fondo sottratto

e dato da

C(I):w——— (11.13)

doveD(l) e B(l) sono i conteggi nei due files di dati e fondotpee tg sono i tempi di
esposizione nei due files di dati e fondop e bg sono i valori di BACKSCAL nei due
files.

ILa loro manipolazione pud essere effettuata con i progracomtenuti nel pacchetto FTOOLS.
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O R(l, E): La risposta dello strumento

168

Prima che XSPEC possa prendere un insieme di valori dei garaenpredire lo spettro
che sarebbe rivelato dallo strumento, & necessario chegt@amma conosca le caratteristi-
che specifiche dello strumento. Questa informazione & cmteerisposta del rivelatore
Come abbiamo gia vist&(l,E) e proporzionale alla probabilita che un fotone incidente
di energiak venga rivelato nel canaledel rivelatore. Con questa definizioR¢l ,E) e
una funzione continua dt. Questa funzione continua viene convertita in una funzeone
valori discreti dal programma che genera la cosiddeidérice di risposta, che definisce
gli intervalli di energiak; tali che

Ro(l,J) = EEJ R(I,E) dE (11.14)

XSPEC quindi legge gli intervalli di energlg; e la matrice di rispostRp(1,J) da un file

di risposta(response filerhe e scritto in un formato compresso che contiene solanent
gli elementi non nulli della matrice. Con XSPEC e inoltrespibile utilizzare un file

di risposta ausiliariqauxiliary response filethe contiene un vettor@p(J) che XSPEC
moltiplica conRp(1,J) nel seguente modo

Per convenzione, la matrice di risposta & in unita df.cm

f(E): Il modello di spettro

Il modello di spettrof (E) viene calcolato all'interno di XSPEC utilizzando gli intetli
di energia definiti nella matrice di risposta

E;
fo(J) :/E f(E) dE (11.16)

J-1

ed & in unita di fotoni cm? secl. XSPEC permette la costruzione di modelli compositi
composti di componenti additive (ad esempio leggi di pageebrpi neri, ecc) e compo-
nenti moltiplicative che modificano le componenti additimeltiplicandole per un fattore
dipendente dall’energia (ad esempio assorbimento fdtdete edges, ecc). | modelli
possono essere definiti con una notazione algebrica. Admsela seguente espressione

phabs(power + phabs(bbody))

definisce un corpo nero assorbito (phabs(bbody)) aggiudtore legge di potenza. |l
risultato &€ poi modificato da un’altra componente di assoento.
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O Fit e intervalli di confidenza

Una volta che i dati sono stati letti ed il modello e statomigdi XSPEC usa un algoritmo di
Levenberg-Marquard modificato (basato sulla routine CURKIBevington) per trovare i
valori di best fitdei parametri del modello. L'algoritmo usato, lavorandalsun intervallo
ristretto nello spazio dei parametri, potrebbe ancorarsin minimo locale e non trovare
il best fitglobale. Ovviamente il processo di convergenza € moltovploce se vengono
dati dei valori iniziali ai parametri vicini ai valori attes

Alla fine del processo XSPEC mostrera i valori dei parantitiest fit insieme con gli in-
tervalli di confidenza al 68% stimati dalle derivate rispettparametri del modello. Questi
intervalli di confidenza sono dati a puro titolo indicatiRer calcolare gli intervalli di con-
fidenza per un parametro di interesse XSPEC ha il comander che fissa il parametro
di interesse ad un particolare valore e fa un fit su tutti gh @larametri. Vengono presi
nuovi valori del parametro di interesse fino a quando nonatt@nuto ilAx? richiesto.
Per calcolare i nuovi valori del parametro di interesse #ingedlal valore dato XSPEC usa
un algoritmo di interpolazione cubica iterativa. Per cédoe intervalli di confidenza per
diversi parametri contemporaneamente XSPEC pu0 laverad una “griglia” di valori
dei parametri.

Vogliamo concludere questa breve introduzione all’anaipettrale con XSPEC discutendo il
caso in cui il nostro spettro sia stato accumulato da unaestegnolto debole e quindi il numero
di conteggi in ogni (qualche) canale sia molto piccolo. IBsto caso non e possibile utilizzare la
statistica dely? perché questa assume che i conteggi nei singoli canalasegina distribuzione
Gaussiana (in altre parole si assume o ) = C(l)). Una statistica alternativa, detta statistica
C (dal nome dell’autore Cash), utilizza una funzione di garoglianza diversa dalla (11.1)

N
CZZ_; (Y(x) —yiIny(x) +Inyi!) (11.17)

dovey; sono i dati osservati g(x;) i valori della funzione. | parametri diest fitsi ottengono
minimizzanddC per qualche funzione modeljo E’ importante sottolineare che nel caso pratico
di dati spettrali, a question deve essere stato sottratto il fondoUn approccio alternativo e
quello di continuare ad usare la statisticgdima di cambiare il peso dei singoli dati (utilizzando
i comandiwveight gehrels oppureweight Churazov).
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Appendice A

Storia della scoperta delle leggi di Keplero

Le prime due leggi apparvero nell'opera
Astronomia Novael 1609 mentre la terza nel-
'operaHarmonice Mundidel 1619. In realta

la ricerca della relazione tra il raggio delle or-
bite dei pianeti con il loro periodo orbitale par-
te da molto prima: nel 1596 Keplero aveva
pubblicato il Mysterium Cosmographicum

cui cercava di dare una spiegazione pkeicte

i raggi e le eccentricita delle orbite dei pianeti
abbiano quei particolari valori.

Keplero immagino dapprima una serie di sfere
e di cubi alternativamente inscritti uno nell’al-
tro e suppose una proporzionalita tra i raggi
delle sfere e i raggi delle orbite planetarie. In
guesto modo egli cercava una una spiegazione
basata su di una concenzione di natura struttu-
rata geometricamente da Dio. Da questo pre-
supposto Keplero credeva di poter arrivare a
descrivere 'ordine celeste attraverso la mate-

: : matica. La sequenza di sfere e cubi non soddi-
Figura A.1: La concezione del mondo secon;

: . Ytaceva pero pienamente la sua ipotesi e, gui-
g?a;igher:]o pubblicata neWysterium COSmo_dato come sempre dall'idea che la teoria deve

accordarsi con l'osservazione prosegui com-
plicando tale struttura geometrica al punto di
ottenere una situazione di questo tipo (si veda Figura Aubpa prima sfera; un cubo; una se-
conda sfera; un cubo; una terza sfera; un tetraedro; unaagsfara; un icosaedro; una quinta
sfera; un ottaedro; un cerchio (e non una sfera) inscrittidotteedro. Poi sostitui due sfere per
ogni singola sfera, cioe prese due sfere per ogni piane&arappresentavano il valore massimo
e il valore minimo della distanza del pianeta dal centroisliltato pit importante di quest’opera
fu quello di aver riconosciuto che la proporzionalita texipdo orbitale e distanza di un pianeta
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none lineare e nemmeno quadratica, ma qualche cosa nel mezzo.

Nel Harmonice Mundicome dice il titolo, Keplero ritorna alla teoria pitagoridell’armonia
del mondo, esposta da Platone (i pitagorici avevano trosta¢o’ottava ha origine nel rapporto
1:2 tra la lunghezza di due corde vibranti, la quinta (cpoisdente all'intervallado—so) nel
rapporto 2:3, la quarta (corrispondente all’intervallm-fg nel rapporto 4:3, e cosi via) con una
innovazione fondamentale: mentre per i greci la musicadd#re era monofonica, e consisteva
di scale alle quali ciascun pianeta contribuiva con una,pEaKeplero essa diventa polifonica,
e consiste di accordi che risultano dalle scale suonatdtsineamente dai vari pianeti.

La cosiddetta “musica delle sfere” era stata ben descrét&lthkespeare nel siwbercante di
Venezianella scena in cui Lorenzo dice a Jessica:

Come dorme dolcemente il lume della luna su questa proda! efiememo qui a
sedere e lasceremo che le note della musica s’insinuin@ melstre orecchie. |l
placido silenzio e la notte s’accordano con le note di unacdarmonia. Siediti
Jessica. Guarda come il pavimento del cieléittamente intarsiato di pahe d’oro
splendente. Non €’la piu piccola stella che tu contempli, la quale non canti nel
suo moto come un angelo e non s’intoni coi cherubini daglhosempre giovani.
Tale armoniaé nelle anime immortali! ma finéhle nostre sono rinchiuse in questo
corruttibile involucro di argilla noi non la possiamo udire

Studiando i rapporti fra le lunghezze di archi di orbita est da un pianeta in un giorno al-
I'afelio ed al perielio Keplerdscopre” una perfetta corrispondenza con gli intervalli musicali:
Mercurio canta da soprano, Marte da tenore, Saturno e Giade lolasso, e la Terra e Venere da
contralto. L'uomo non percepisce tale sinfonia cosmica, perché si tratti di una sorta di rumore
di fondo che non sa piu cogliere, ma perché viene percegitantelletto, non dall’orecchio.
Naturalmente, se nel mondtmtto € musica”,lo sara anche il rapporto tra i tempi di rivoluzione
ed i raggi medi delle orbite dei pianeti. E poiche esso steematicamente tra il lineare ed il
guadratico, e musicalmente tra I'unisono e I'ottava, dessere qualcosa di naturale tra di essi:
dunque un rapporto di quinta, ovvero un esponente di tre m#ézzhe significa che quadrati
dei periodi di rivoluzione dei pianeti sono direttamentegorzionali ai cubi dei semiassi mag-
giori delle loro orbite. Keplero scopre cosi la terza delle sue leggi, miracolosaeneorretta
nonostante la derivazione platealmente insensata.

Le leggi di Keplero verranno utilizzate da Newton nel 1687 gienostrarela legge di gravita-
zione universale.

Brani tratti, in parte, dall Matematico Impertinentai Piergiorgio Odifreddi (Tea, 2005)

172 M.Orlandini



Appendice B

Spettri X di Sorgenti Celesti

In questa appendice vengono mostrati gli spettri di alcongenti celesti di raggi X, la cui analisi
ed interpretazione ¢ il fine ultimo di questo corso. Per agmgente viene presentata una breve
descrizione dei modelli utilizzati per concordare lo spett

| dati provengono dai cosiddetti strumenti a campo stréttarfow Field Instrumen{sa bordo
del satellite BeppoSAX.

B.1 CICam

Il giorno 1 Aprile 1998 una sorgente celeste fino ad allora abtto del limite di sensibilita degli
strumenti a bordo dei satelliti per astronomia X allora ibita, la stella simbiotica CI Cam,

e improvvisamente diventata la sorgente piu luminoseacidbd X. Sono stati immediatamente
allertati tutti i telescopi a Terra, per tenere sotto osaeione la sorgente sia nella banda ottica
che in quella radio. Dopo pochi giorni la sorgente e ritéanal suo stato originario. La curva
di luce (cioe la variazione della luminosita in funziongl tempo) nelle varie bande (X, ottica,
radio) € mostrata in Figura B.1, con marcate le due ossiemisBeppoSAX (TOO1 e TOO?2) di
cui mostriamo gli spettri in Figura B.2 e B.3. Si noti come ochi giorni lo spettro sia cambiato
notevolmente (vedi Figura B.4 per il confronto): nella set® osservazione € stata osservata la
comparsa di una forte componente di bassa energia. Logpeitato modellato con un processo
di bremsstrahlung a due temperatufe £ 1.3 keV, T, = 6.8 keV per la prima osservazione e
T1 = 0.2 keV, T, = 2.8 keV per la seconda), con una serie di linee di emissione alidicenza
relative agli elementi O, Ne/Fe-L, Si, S, Ca, Fe-K.
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Figura B.1: Curve di luce di CI Cam in varie bande: raggi X (2-keV; RXTE/ASM), ottica

V (Osservatorio di Loiano), e radio (8.3 GHz and 2.25 GHz, GBé& osservazioni BeppoSAX
sono marcate con linee verticali. La scala in alto si riteiai giorni dell’Aprile 1998.
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BeppoSAX T0O1 Observation of XTE J0421+560
model: constant wabs (bremss + bremss + 4 gaussians)
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BeppoSAX T0O1 Observation of XTE J0421+560
model: constant wabs (bremss + bremss + 4 gaussians)
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Figura B.2: Spettro di Cl Cam osservato da BeppoSAX nellmarosservazione: in altro lo
spettro in conteggi, in basso i modelli utilizzati per mdded lo spettro.

M.Orlandini 175



Misure Astrofisiche A.A. 2008/2009

BeppoSAX T0O2 Observation of XTE J0421+560
model: constant wabs (bremss + bremss + 5 gaussians)
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Figura B.3: Spettro di CI Cam osservato da BeppoSAX nellarsga osservazione: in altro lo
spettro in conteggi, in basso i modelli utilizzati per mdded lo spettro.
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XTE J0421+560 BeppoSAX/LECS
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Figura B.4: Confronto tra gli spettri di CI Cam osservatilaedue osservazioni BeppoSAX:
in alto gli spettri dello strumento LECS, sensibile nellaatda 0.1-10 keV, in basso gli spettri
misurati con lo strumento MECS, sensibile nella banda 108&el. Si noti lo sviluppo di una

componente di bassa energsaff componentnella seconda osservazione (TOO2).
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B.2 Vela X-1

Vela X—1 e una pulsar X binaria, di periodo di pulsazione 82 2econdi, che accresce materia
direttamente dal vento stellare proveniente dalla steD&d 681, di classe spettrale BO Ib. Du-
rante la sua orbita attorno al compagno (periodo orbitaB@b giorni) I'emissione dalla pulsar
mostra un elevato assorbimento fotoelettrico che aumemaafguando la sorgente viene eclis-
sata per circa 1.7 giorni. Dallo studio della dipendenzatald dell’assorbimento fotoelettrico
stato rilevata la presenza di flussi di accrescimento. Lttrspeipico delle pulsar X, € mostrato
in Figura B.5 e consiste in una legge di potenza modificatdtagaergia da un cutoff (che da un
punto di vista fisico viene interpretato in termini di unotseang Compton (vedi Sezione 9.5.5).
E’ inoltre presente una intensa linea di fluorescenza doaukeerro ed una riga di ciclotrone a
~57 keV. Quest’ultima corrisponde ad una intensita del cammagnetico alla superficie della
stella di neutroni di ® x 10'? Gauss. In Figura B.6 si vede come la forma e I'energia deiia ri
di ciclotrone siano fortemente dipendenti dal tipo di mdaletilizzato per I'emissione continua.
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BeppoSAX Vela X—1 pulse averaged spectrum — HIGH state
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Figura B.5: Spettro della pulsar X binaria Vela X-1, con ewvidiate nel pannello in basso le
tipiche componenti.
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BeppoSAX SVP Observation of Vela X—1
model: constant wabs gausabs gausabs (hi!h.out (blkknpower) -+ g.u--i-n)
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Figura B.6: Dipendenza della riga di ciclotrone nello smetli Vela X-1 al variare del modello.

Nel primo pannello 'emissione continua e stata modeltata una doppia legge di potenza con
cutoff esponenziale; nel pannello centrale con due leggiotienza con cutoff esponenziale e
la risonanza di ciclotrone con un profilo Lorenziano; nettepannello si e utilizzato lo stesso

modello per 'emissione continua, ma si € modellata lanég@a con un profilo Gaussiano.
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B.3 4U1626-67

La pulsar X binaria 4U1626—67 (periodo di pulsazione 7.78d € uno dei pochi pulsatori
X appartenente al gruppo dellow Mass X-ray Binarie$LMXRBS), cioe sistemi in cui il
compagno dell’oggetto compatto & una stella di piccolasaabfatti, il sistema &€ composto da
una stella di massa 0.02-0.08 M periodo orbitale di 42 minuti. In Figura B.7 vengono mastra
le componenti dello spettro misurato dagli strumenti a bodd BeppoSAX. La componente
di bassa energia, modellata come emissione di corpo nementpdratura d~300 eV, viene
interpretata come dovuta all’emissione termica dalla gigee della stella di neutroni. La riga
di ciclotrone a 38 keV corrisponde at un campo magneticosaifgerficie della stella di neutroni
di 3.2 x 10? Gauss.

BeppoSAX observation of 4U 1626-67
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Figura B.7: Componenti dello spettro della pulsar X bin&il$26—67 osservato dagli strumenti
a bordo di BeppoSAX.
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Appendice C
Derivazione di Eq. 9.29

In questa appendice deriveremo nel dettaglio la variazitetia velocita subita da una particella
(elettrone), di carica-e, che si muove nel campo di uno ione di cara(si veda la discussione
riguardante il processo di bremsstrahlung, Sezione 9.dylido cioe dimostrare Eq. 9.29 di
pagina 113. Dato che la traiettoria € quasi rettilinea i@l supposto piccole deflessioni) il
cambio di velocita avverra essenzialmente in direzioeg@ndicolare al moto della particella.
Pertanto avremo che durante la collisione

~+00
mAv:Zez/ C‘:—iedt (C.1)

00

dove abbiamo utilizzato la legge di Coulomb e consideraliastw la componente perpendico-
lare della velocita (da cui il termine c6%. Dalla Figura C.1 possiamo vedere come

r =v/b2 + V22 (C.2a)

b

b r = Vi + v

Ze

Figura C.1: Collisione di un elettrone con uno ione ed emoissidi bremsstrahlung.
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quindi, sostituendo queste relazioni in Eq. C.1, otteniamo

72 [+ bdt
A’U = — T ———————
m J o (b2+V2t2)3/2

Se operiamo il cambio di variabibe= v -t, allora 'integrale diventa

/+00 bdt B 9 /+oo dX B t_) X +00 B
o (B24V22)32 7 v e (024+x2)32 vV | p2VD2+ X2 o

Eq. C.3 diventa quindi

Av = ﬁ
mvb
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Appendice D

Risposta angolare di un collimatore
meccanico

Nella descrizione della risposta angolare triangolarendtailimatore meccanico (Eqg. 10.7) ab-
biamo supposto che le pareti si comportassero come assog@tfetti. Ovviamente nella realta
qguesto non avviene, dato che solamente parte della radeaicidente verra assorbita dalle
pareti.

Il numero di pareti che un fotone X attraversera sara foneidelle dimensioni delle celle del
collimatore e dell'angolo di incidenza del fotone. In Figld.1 definiamo la geometria del nostro
collimatore, formato da celle adiacenti, tutte di largheazaltezzaH e spessor&. Indichiamo
con@ I'angolo diincidenza di un fotone rispetto ad una paretere@;ali angoli caratteristici che
definiscono il numero di celle che un fotone X attraversa prdnessere rivelato. Da Figura D.1
abbiamo che

na+(n—-1)T

tanB, = 0

(D.1)

Ogni volta che un fotone attraversa una parete la sua indevesira ridotta, a causa dell’assorbi-
mento, di un fattore

\sp\)
N

a T a T a T a

Figura D.1: Geometria delle celle di un collimatore meccane definizione degli angoli
caratteristicify.
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sin®@

f= exp(—ﬂ) (D.2)

doveu = u(E) e il coefficiente di assorbimento (in unita di &) dei raggi X nel materiale che
compone la cella p € la densita del materiale assorbente.
In funzione dell’angolo di incidenz@ del fotone, abbiamo i seguenti casi:

0 Caso 0 <6

In questo caso abbiamo che la superficie del rivelatore vilkmainata direttamente dai
fotoni X (cioeé non abbiamo assorbimento da parte delletpane di una area rettangolare

(a—Htanf) xb

doveb € I'altra dimensione del collimatore. D’altra parte, adofio che 'area

HtanB x b

sara illuminata da raggi X che sono passati attraversorgt@alel collimatore. Quindi il
flusso totale normalizzato (cioe diviso per I'area totaleb) sara

%0(0<9<61):1—gtan9+fgtan9=1+@[f—1] (D.3)

dove abbiamo definito

©= —tan@ . (D.4)

o | T

Eq. D.3 & la risposta angolare del collimatore nella doeeia per angoli di incidenza
0<0<6.

0 Cas06; <6< 6,

In questo caso avremo a che fare con due situazioni dishieti prima i fotoni passeranno
attraverso una sola parete del collimatore, mentre nelgkxoaso i fotoni attraverseranno
due pareti del collimatore. Procedendo come nel caso peetedavremo che nella prima
situazione (passaggio attraverso una parete) il flussoalazato sara

¢ (2a+T)a—Htan9 _ {(2+£) _@}

mentre nella seconda situazione (passaggio attraversgaha#i) avremo che il flusso
normalizzato sara
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f_thanG—(aqLT) o [G)—(1+I)]
a a

Quindi la risposta angolare del collimatore nella direeiamper 6; < 8 < 6, sara

.
%1(91<9<92)=f{(@—a>(f—l)—|—(2—f)} . (D.5)
0 Caso6; < 0 < 65
In perfetta analogia con il caso precedente avremo che

922(92<6<93):f-f{(@—22)(f—1)+(3—2f)} . (D.6)

La risposta angolare nella direzioaeli un collimatore pef, < 6 < 6,1 avra quindi la forma

(6 < 0 < Gya) = 7 {(@—ng) (f—1)+[(n+1) —nf]} (D.7)

e la risposta angolatetaleper angoli compresi tra 0@ ; sara data dalla somma delle risposte
nei sotto-intervalli angolari

%(0<9<9k+1)=i%n:if”{(@—ng)(f—l)Jr[(nJrl)—nf]} . (D.8)

Eq. D.8 deve poi essere moltiplicata per un fattore &akto che i raggi X illumineranno
solamente la proiezione dell’era di rivelazione, quindi

Rprojf(0< 0 < Bi1) = c0s8Z(0 < 6 < Biy1) ) (D.9)

In Figura D.2 mostriamo un esempio di risposta angolare perallimatore meccanico rettan-
golare di dimensiona = 30.8 mm,H = 300 mm e pareti formate da un supporto in Alluminio
dello spessore di 1 mm ricoperto da uno strato di 0.15 mm dialian Nel pannello superiore si
e tenuto conto soltanto di assorbimento fotoelettrico tneein quello inferiore si € tenuto conto
anche dello scattering Compton nel materiale.

Questo studio e stato effettuato per I'ottimizzazioneatgiimatori a bordo della missione per
astronomia X cinese HXMT (Hard X-ray Modulation Telescopk)cui € previsto il lancio nel
2011-2012.
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Photoelectric absorption

Collimator geometry (mm): & = 30.8; H = 300; Ty, = 0.16; Toneme = 1
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Figura D.2: Risposta angolare di un collimatore rettangoldi dimensionia = 30.8 mm,
b=6 mm,H =300 mm e pareti formate da un supporto in Alluminio dello soes di 1 mm
ricoperto da uno strato di 0.15 mm di Tantallannello superioresi e utilizzato il coefficiente
di assorbimento per solo effetto fotoelettridgannello inferiore:si & utilizzato il coefficiente di
assorbimento totale (fotoelettrico piu scattering).
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Appendice E

Definizione del formato FITS

All'inizio degli anni 80 la comunita astronomica internazale realizzo che era necessario sta-
bilire uno standard per il trasferimento di dati astronami¥enne quindi definito il formato
FITS (Flexible Image Transport System), che deve il suo nahfatto che venne applicato al
trasferimento di immagini astronomiche. Il formato cotesis in un vettore (normalmente mul-
tidimensionale) di dati in formato binario preceduto da umastazionel{eadej in formato testo
(ASCII) contenente informazioni sulla organizzazione eteauto del vettore.
Successivamente il concetto di formato FITS venne amptiatgpoter contenere formati di dati
piu complessi. In particolare venne introdotto il coneetltrandom groupsin cui i dati consisto-
no in una serie di vettori ad ognuno dei quali € associatosenia di parametri. Queste strutture
sono definite comestensioniognuna consistente in UKSCII headerseguito da dati descritti
nell’lheader stesso.

Le tre estensioni standard approvate dal FITS Working Garifa IAU sono:

IMAGE Questa estensione permette la collezione di dati in unneatballtidimensionale.
TABLE | dati contenuti in questa estensione sono nel formato diainalla ASCII.

BINTABLE Questa estensione € una generalizzazione dell’esten$iBLE, in quanto le ri-
ghe possono contenere sia dati numerici che dati logici eatege. Inoltre ogni dato puo
essere a sua volta un vettore.

Un file FITS avra la seguente struttura, in questo preciser

¢ Intestazione + dati primarid@¢imary HDU)
e Estensioni approvate

e Altri records di tipo speciale (opzionale)
Ogni struttura FITS consistera di un numero intero di rddogici. La dimensione di un record

logico FITS sara di 23040 bits, corrispondenti a 2880 hy€@si sotto viene mostrato un dump
ASCII di un tipico file FITS (spettro PDS della pulsar X 4U1683 mostrato in Fig. B.7).
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SIMPLE
BITPIX
NAXIS
EXTEND
COMMENT
COMMENT
COMMENT
COMMENT
CONTENT =
END

XTENSION
BITPIX
NAXIS
NAXIS1 =
NAXIS2 =
PCOUNT =
GCOUNT =
TFIELDS =
TTYPE1 =
TFORM1 =
TTYPE2 =
TFORM2 =
TUNIT2 =
TTYPE3 =
TFORM3 =
TUNIT3 =
TTYPE4 =
TFORM4 =
TTYPES =
TFORM5 =
TTYPE6 =
TFORM6 =
EXTNAME
HDUCLASS
HDUCLAS1=
HDUVERS1=
HDUCLAS2=
HDUCLAS3=
CHANTYPE=
TLMIN1
TLMAX1
POISSERR=

190

T / file does conform to FITS standard
8 / number of bits per data pixel

0 / number of data axes

T / FITS dataset may contain extensions

FITS (Flexible Image Transport System) format defined in Astronomy and
Astrophysics Supplement Series v44/p363, v44/p371, v73/p359, v73/p365.
Contact the NASA Science Office of Standards and Technology for the
FITS Definition document #100 and other FITS information.

> SPECTRUM’

’BINTABLE’

» CHANNEL
JI J
'RATE °
JE J
>count/s ’
’STAT_ERR’
JE J
>count/s ’
’SYS_ERR °
)E )
'QUALITY °
)I )
’ GROUPING’
)I J
» SPECTRUM’
'0GIP
» SPECTRUM’
'1.1.0
'NET ’
'RATE ~ °
'PHA ’

/

binary table extension

8-bit bytes

2-dimensional binary table

width of table in bytes

number of rows in table

size of special data area

one data group (required keyword)
number of fields in each row

label for field 1

data format of field: 2-byte INTEGER
label for field 2

data format of field: 4-byte REAL
physical unit of field

label for field 3

data format of field: 4-byte REAL
physical unit of field

label for field 4

data format of field: 4-byte REAL
label for field 5

data format of field: 2-byte INTEGER
label for field 6

data format of field: 2-byte INTEGER
name of this binary table extension
format conforms to OGIP standard

PHA dataset (OGIP memo OGIP-92-007)
Version of format (OGIP memo O0GIP-92-007a)
Bkgd-subtracted PHA Spectrum

PHA data stored in count/s

type of channel PHA/PI

Lowest legal channel number

Highest legal channel number
Poissonian errors not applicable

N =
O 00 N

D = O

N T N N Y T S O N

[e)}
T O
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DETCHANS=
PHAVERSN
FILTER
EXPOSURE
EFFAREA
AREASCAL=
BACKSCAL=
CORRSCAL=
BACKFILE=
CORRFILE=
RESPFILE=
ANCRFILE=
CREATOR =
TELESCOP=
INSTRUME=
OBSERVER=
OBJECT
DATE
DATE_OBS
ORIGIN
STORAGE
DEADTIME
DTVALUE
DTCORR
SCSTART
SCEND
EXPOSURE=
PARENTS
PDSDATE
PDSDTOBS
PDSUNITS=
PDSSTYPE=
PDSLOTHR
PDSLO1
PDSUPTHR
PDSUP1
PDSCOIN
PSACORR
FILENAME
PACKET
NPACKET
TWINDOW
HISTORY

M.Orlandini

60
71992a ’
'mesh + LEXAN’
0.5189900000000E+05
1.0000E+00
0.1000000000000E+01
0.1000000000000E+01
0.0000000000000E+00
’none ’
’none ’

’1626_total.spectrum.

’NONE ’
’fits_strectrum.f’
’SAX ’
) pdS J
’SAX TEAM 4U 1626-67
74U 1626-67°
’16/03/98°
5.030168222222E+04
?XAS ’
’BYROW ?
’FIXED ’
.000000E+00
’NOT APPLIED’
4 .578000000000E+03
1.010830000000E+05
0.5189900000000E+05

/ Total No. of Detector Channels available

/ defaulted for XAS

/ Instrument filter in use

/ Exposure time

/ effective area factor
/ Area scaling factor
/ Background scale factor
/ Correlation scale factor
/ Background FITS file
/ Correlation FITS file
rmf’ / redistribution matrix

/ ancillary response

/ program which created the PHA dataset

/ Telescope (mission) name

/ Instrument name
(0P 741)° /

/ Exposure time

FITS file creation date (dd/mm/yy)

’1 /saxpdsl_data2/Pds_data/FOT/op_741/npd003.pddir001’ /

5.071654903935E+04
5.030168222222E+04

’SUM ABCD’
’PHA ’
> This keyword is an
3
> This keyword is an
150
’FFF ’
’FALSE ?
’1626_total’
’pddir001’
1469
’colon ?

’saxhaccum unitl1S+B pddir001 PHA O 1023 1 1996 8 6 16 22 24 1996 8 6’

/
/
/
/

array from PDSLO1 to PDSL0O4’ / Array follows

/

array from PDSUP1 to PDSUP4’ / Array follows

/
/
/
/
/
/

/
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HISTORY = ’+ 21 50 2 3 1560 3 3 0 0’ /

PDSBGEXP=  6.461480651855E+03 /

BADDATA = .000000E+00 /

HISTORY = ’pdsoprspe unit1S+B sub unitl1B unitlS’ /
CREATOR = ’PDSOPRSPE Revision: 1.17° /

PDSGRPED= ’TRUE ’ /

HISTORY = ’pdsgrppha unitlS LOG 60 15 200’ /
PDSRTEXP=  1.000000000000E+00 /

HISTORY = ’pdsoprspe unitlS_grp sum unit2S_grp unitl+2S_grp’ /
HISTORY = ’pdsoprspe unitl+2S_grp sum unit3+4S_grp totalS_grp’ /
HISTORY = ’pdsoprspe 1626_15_200_60 sum 1626_total_15_200_60 1626_total’ /

CREATOR = ’grppha 2.6.0’ / s/w task which wrote this dataset
HISTORY This extension has been written by WI_SPEC Ver 1.5.0
HISTORY The original fits file was 1626_total_spectrum.fits
END
CHANNEL RATE STAT_ERR SYS_ERR QUALITY GROUPING
count/s count/s
1 1 1.4287047E-01  3.9886590E-03  0.0000000E+00 0 1
2 2 1.5950228E-01  3.9867153E-03  0.0000000E+00 0 1
59 59 7.2025573E-03  5.2549643E-03  0.0000000E+00 0 -1
60 60 6.1054812E-03  5.3176279E-03  0.0000000E+00 0 -1

Vengono ora fornite alcune pagine (in inglese) prese dalsficiale riguardante il formato FITS
http://fits.gsfc.nasa.gov
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http://fits.gsfc.nasa.gov/fits_overview.html
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A Brief Introduction to FITS

FITS is the standard computer data format widely used by astronomers to transport, analyze,
and archive scientific data files.

History of FITS

The following paragraphs are reproduced from the 'Introduction’ to the FITS Standard
document.

The Flexible Image Transport System (FITS) evolved out of the recognition that a
standard format was needed for transferring astronomical data from one installation to
another. The original form, or Basic FITS, was designed for the transfer of images and
consisted of a binary array, usually multidimensional, preceded by an ASCII text header
with information describing the organization and contents of the array. The FITS

concept was later expanded to accommodate more complex data formats. A new format

for image transfer, random groups, was defined in which the data would consist of a
series of arrays, with each array accompanied by a set of associated parameters.

These formats were formally endorsed by the International Astronomical Union (IAU) in

1982. Provisions for data structures other than simple arrays or groups were made later.

These structures appear in extensions, each consisting of an ASCII header followed by
the data whose organization it describes. A set of general rules governing such
extensions and a particular extension, ASCII table, were endorsed by the IAU General
Assembly in 1988. At the same General Assembly, an IAU FITS Working Group
(IAUFWG) was formed under IAU Commission 5 (Astronomical Data) with the mandate
to maintain the existing FITS standards and to review, approve, and maintain future
extensions to FITS, recommended practices for FITS, implementations, and the
thesaurus of approved FITS keywords. In 1989, the IAUFWG approved a formal
agreement for the representation of floating point numbers. In 1994, the IAUFWG
endorsed two additional extensions, the image extension and the binary table
extension.

FITS was originally designed and defined for 9-track half-inch magnetic tape. However,
as improvements in technology have brought forward other data storage and data

distribution media, it has generally been agreed that the FITS format is to be understood

as a logical format and not defined in terms of the physical characteristics of any
particular data storage medium. In 1994, the IAUFWG adopted a set of rules governing
the relation between the FITS logical record size and the physical block size for
sequential media and bitstream devices. The IAUFWG also approved in 1997 an
agreement defining a new format for encoding the date and time in the DATE,
DATE-OBS, and other related DATExxxx keywords to correct the ambiguity in the
original DATE keyword format beginning in the year 2000.

In December 2002, after more than a decade of complex negotiations, the IAUFWG approved
2 papers that deal with the issue of representing World Coordinate Systems (WCS) in FITS.
Two more papers in this WCS series are currently under development.

Brief highlights of the history of FITS:

* 1979: Initial use and interchange of FITS files

* 1980: Random groups convention developed

* 1981: Published original (single HDU) definition paper

* 1981: Published random groups definition paper

* 1982: FITS format is formally endorsed by the IAU

» 1988: Defined rules for multiple HDUs in a FITS file

» 1988: FITS Working Group established by IAU (IAUFWG)

» 1988: FITS definition extended to include ASCII TABLE extensions

* 1990: FITS definition extended to include IEEE floating-point data

* 1994: FITS definition extended to multiple image arrays in IMAGE extensions
* 1995: FITS definition extended to binary tables in BINTABLE extensions
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* 1997: Adopted a Y2K-compliant date format
* 2001: Reiterated existing standard in one paper (NOST document)

* 2002: Approved conventions for generalized world coordinates and celestial
coordintates.

How FITS Evolves

The IAU-FWG was given authority over FITS matters by the 1988 IAU General Assembly.
When the developer of a data set finds that it does not fit well into the primary HDU or a
standard extension format, a new design may be developed. No change can be made that
would cause existing FITS files to be out of conformance -- the "once FITS, always FITS"
rule. Because software to read FITS files uses the type name of an extension to determine
whether or not the software can read the extension, extension type names must be unique.
The IAUFWG maintains a list of extension type names that have been registered; the list is at
the FITS Support Office. A unique name for any new extension type, even a developmental
extension or one that will be used only locally, must be registered with the IAU-FWG. After
astronomical community discussion, a formal proposal is distributed. This proposal is
discussed by the community and may be further modified. Tests are run using the new format
to confirm that it can be practically used for data transport. If the astronomical community
reaches a consensus that the proposal should be adopted as standard FITS, and if
successful data transfer using the proposed extension can be demonstrated, it is submitted
for ratification to the regional committees -- the European FITS Committee, the Japanese
FITS Committee, and the American Astronomical Society Working Group on Astronomical
Software (WGAS) FITS Committee. Following approval by the regional committees, it is
submitted to the IAU-FWG Approval by the IAU-FWG establishes it as a standard extension.

In addition to the formal rules, a number of conventions are widely observed. Some
conventions are used throughout the community others only within a particular discipline such
as high energy astrophysics or single dish radio astronomy. Usually, the originator(s) of a
convention will circulate an initial proposal for comments among a small group in the same
discipline or installation. After this proposal has been refined based upon these comments, it
is put out for public comment, usually by announcement to the sci.astro.fits newsgroup of a
URL from which it can be retrieved. Comments at this time may lead to additional changes. If
the affected community accepts the convention, installations will start using it in their FITS
files. Since failure to use a convention is not a violation of the FITS rules, FITS readers
unaware of it must not terminate with an error or give incorrect results when encountering it.
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FITS Extension Names
Registered with the IAU FITS Working Group

Extensions to the basic FITS format can be defined as specified in "Generalized Extensions
and Blocking Factors for FITS", A&AS, 73, 359 (1988) and in Section 4.4 of the FITS
Standard document. The following guidelines, as quoted from the first paper, should be
considered before creating a new extension type:

The only restriction that will have to be placed on the freedom to create new extensions
is that there should be only one approved extension format for each type of data
organization. New extension types have to be created whenever the organization of the
information is such that it cannot be handled by one of the existing extension types. It
will be the function of each user who creates a new extension type to check with the
standards committee to see if an extension already exists for that type of data
organization and to propose one if it is really a new extension type. The contents of an
extension and the optional keywords used, etc. will depend on the particular application.
Thus one can use a standard table extension for all type of tabular information, without
having to define a new extension type. With this restriction in mind, users should feel
free to create new extension types when the need arises, but should always be aware
that the use of non-standard extensions will inhibit the interchange of astronomical data.

Each extension type has a unique name given by the value of the mandatory XTENSION
header keyword. The IAU FITS Working Group maintains this list of registered extension
names. Anyone who wants to register a FITS extension name should contact the chairman of
the IAU FITS Working Group.

Standard Extensions - These 3 extension types have been approved by the IAU FITS
Working Group and are defined in Section 8 of the FITS Standard document as well as in the

indicated Astronomy and Astrophysics journal articles.

* IMAGE - This extension type provides a means of storing a multidimensional array
similar to that of the FITS primary header and data unit. Approved as a standard
extension in 1994. The format of IMAGE extensions is defined in the A&AS, 105, 53
(1994) journal article.

* TABLE - This ASCII table extension type contains rows and columns of data entries
expressed as ASCII characters. Approved as a standard extension in 1988. The format
of TABLE extensions is defined in the A&AS, 73, 365 (1988) journal article.

* BINTABLE - This binary table extension type provides a more flexible and efficient
means of storing data structures than is provided by the TABLE extension type. The
table rows may contain a mixture of numerical, logical and character data entries. In
addition, each entry is allowed to be a single dimensioned array. Numeric data are kept
in binary formats. Approved as a standard extension in 1994. The format of BINTABLE
extensions is defined in the A&AS, 113, 159 (1995) journal article.

Conforming Extensions - These conventions meet the requirements for a conforming
extension as defined in A&AS, 73, p359-364, 1988 and in Section 4.4 of the FITS Standard
document, however they have not been formally approved or endorsed by the IAU FITS
Working Group.

* IUEIMAGE - This name was given to the prototype of the IMAGE extension type and
was primarily used in the IUE project data archive from approximately 1992 to 1994.
Except for the name, the format is identical to the IMAGE extension.

* A3DTABLE - This name was given to the prototype of the BINTABLE extension type
and was primarily used in the AIPS data processing system developed at NRAO from
about 1987 until it was replaced by BINTABLE in the early 1990s. The format is defined
in the 'Going AIPS' manual, Chapter 14. It is very similar to the BINTABLE type except
that it does not support the variable-length array convention.

* FOREIGN - This extension type is used to put a FITS wrapper about an arbitrary file,
allowing a file or tree of files to be wrapped up in FITS and later restored to disk. A full

M.Orlandini description of this extension type is given in the FITS Registry of conventions. 195
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* COMPRESS - Proposed in 1991 in a draft paper by Archibald Warnock, Robert Hill,
Barbara Pfarr (all at GSFC), and D. Wells (NRAOQ) as a way of storing compressed
images in FITS format. See the FITSBITS email list archive of postings for September
and October 1991 for a discussion of image compression in general and this proposal in
particular. This compression proposal was never implemented, but some of the same
ideas were used in the tiled image compression convention that is described in the FITS
Registry of conventions.

* FITS - Suggested by Perry Greenfield (STScl) in April 2002 as a way to hierarchically
embed entire FITS files within other FITS files. See the discussion on the fitsbits email
list in the April 2002 thread.

Other Registered Extensions - These extension names have been suggested, but the
proposals have not been fully developed or implemented.

* DUMP - Suggested extension name for storing a stream of binary data (such as a
telemetry stream) in a FITS file. This extension type was never implemented, but the
FOREIGN extension type serves a similar purpose.

* FILEMARK - Suggested by Don Wells (NRAO) to represent the equivalent of a
end-of-file mark on magnetic tapes. When the FITS format was designed in the late
1970s, FITS files were mainly written on half-inch magnetic tape where the end of a file
could easily be identified by a tape end-of-file mark. Not all other media in use at that
time supported such a clear hardware file delimiter, so the FILEMARK extension was
proposed as a way of explicitly representing the end of the FITS file.

* VGROUP - This extension type was suggested by Don Jennings (GSFC) for possible
use in supporting the analog of HDF (Hierarchical Data Format) group structures under
FITS. This suggestion was later withdrawn, and the standard BINTABLE extension, in
conjunction with the EXTNAME = 'GROUPING' keyword, was used for this purpose instead.
See the description of the Hierarchical Grouping convention for more details.
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